Kontakt : <xuan--2004.07.14--graphentheorie-bioinformatik@studium.baldauf.org>

Datum: 16.04.2004

Graphentheorie in der Bioinformatik

Organisatorisches

Termine
21.04.2004 (2 Mal)
28.04.2004
05.05.2004 (2 Mal)
19.05.2004 (durch Vertretung)
26.05.2004
09.06.2004 (durch Vertretung)
16.06.2004 (2 Mal)
30.06.2004 (2 Mal)
Prifungsform
,S0 unburokratisch, wie gesetzlich moglich
wahrscheinlich:
reale Prifungsform miindlich
,Da setzen wir uns zu einem Kaffee hin und unterhalten uns tiber Graphentheorie.
Dann sollten Sie zeigen, dass Sie sich erinnern kénnen an die Vorlesung, ...
offizielle Prifungsform miindlich oder schriftlich

Themen

,Graphentheorie ist doch eins der Themen, die in der Bioinformatik eine relativ groBe Rolle
spielen. Nicht nur dass sie fiir Algorithmen und Datenstrukturen die Grundlage ist, sondern
auch weil Graphen in einem gewissen Sinne eine nattirliche Art und Weise sind, biologische
Strukturen zu beschreiben. Wir werden uns mit graphentheoretischen Beschreibungen
auseinandersetzen, zum einen Molekilstrukturen (grobkérnige Beschreibung wvon
Molekilstrukturen, typischerweise ungerichtete Graphen), zum anderen die Beschreibung von
Metabolischen Netzwerken, Signalnetzwerken, funktionalen Zusammenhangen in der Zelle.*

»,Wir werden uns mehr auf die Themen konzentrieren, die im Mainstream der Literatur eher
vernachlassigt werden.“
struktur von Kreisen in Graphen
Begriffe von Zentralitéat in einem Graphen (Welcher Knoten ist zentraler als ein anderer
Knoten?)
eher klassische Geschichten
Einbettbarkeit von Graphen in die Ebene
ohne Uberschneidung von Kanten
planare Graphen
Teilgraphen
Farbungen von Graphen (und ihre Beziehung zu Sequenzen)
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,Die Vorlesung wird eher einzelne Teilthemen streifen, die untereinander eher wenig

Verbunden sind.“

Wenn es Themengebiete gibt, die Sie besonders interessieren, dann sagen Sie das bitte
rechtzeitig, da dies in das Vorlesungsprogramm bis zu einem gewissen Grad einflieBen kann.

Definition: ungerichteter Graph

»,S0'n Graph ist ein Ding, das besteht aus Knoten und es besteht aus Kanten, und an der
Stelle gibt es schon die ersten Unterschiede in der Literatur, wie man einen Graphen
aufzufassen hatte. Einiges davon ist mathematisches Detail, was in der Praxis eigentlich nicht
so relevant ist. Hier konnen wir sehen, wie man sich das Leben erschweren kann.*

Sei
V € Mengen
VI=N
|V|EIN; (Menge der Kanten ist abzahlbar und endlich)
E=|[x,yl[lxeVIAlyeVIalx=yl
Ein ungerichteter Graph ist eine Liste G=(V , E|.

Bemerkung

E steht fur ,,edges” (,,Kanten®),
V steht fir ,vertices® (,,Knoten®)

Bemerkung

Diese Definition von ungerichteten Graphen lasst wegen V({x, y

Schlaufen (Kanten von einem Knoten zu dem selben Knoten) zu.

Definition: gerichteter Graph

Sei
V € Mengen
V]=N
|V|EIN; (Menge der Kanten ist abzahlbar und endlich)
E=|lx, y)|(xEV)/\(y€VH~
Esgilt ES[VXV|
Ein gerichteter Graph ist eine Liste G=(V , E|.

Definition: orientierter Graph

|
J

eE): (x;ty) keine

Ein gerichteter Graph ohne Schlaufen G=|V, E| heit orientierter Graph, wenn

Vix,yleE):(ly, x|gE]
also wenn es fiir jedes Knotenpaar maximal eine Kante, also
entweder in die eine Richtung
oder in die andere Richtung
oder garnicht
existiert.
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Definition: Multimenge

Eine Multimenge ist eine Menge, in der ihre Elemente mehrmals vorkommen dirfen und
jedes Vorkommen eines Elements unterschiedliche Identitat hat.

Definition: Multigraph

Sei
V € Mengen
VI=N
|V|€eIN; (Menge der Kanten ist abzéhlbar und endlich)
i: E—V eine Funktion
t: E—V eine Funktion
EC|V XV |. createSuperMultiset ()

Eine Liste I'=(V,E,i,t| heiBt Multigraph.

Bemerkung

Die Menge E ist eine Multimenge. Beispielsweise ist E={( 1,2),(1,2) s (1,2)} )

Bemerkung

Fiir eine Kante e beschreibt ile| den Anfangsknoten der Kante e .
Fiir eine Kante e beschreibt #(e] den Endknoten der Kante e .

Definition: Knotenanzahl

Sei G=|V,E| ein Graph. Die Zahl \V|=n=|G.getKn0ten()\=G.getKn0ten().length() hei3t
Knotenanzahl dieses Graphen.

Definition: Kantenanzahl

Sei G=(V,E| ein Graph. Die Zahl |E\=m=|G.getKanten()\=G.getKanten().length() heil3t
Kantenanzahl dieses Graphen.

Definition: Inzidenzmatrix

Sei G=|V, E| ein ungerichteter Graph.

1 wenn x€e

Hlx,el= 0 sonst

Fine Matrix H mit V(xeV|:VlecE): heiBt Inzidenzmatrix

dieses Graphen.

Definition: Inzidenzmatrix
Sei G=|V, E| ein gerichteter Graph.

~|+1 wenn 3(zeV]:[e=(x,z]]
Eine Matrix H mit YV (x€V|:V|ecE|:|H|x,e|l= —1 wenn El(z€V).'(e=(Z,x)) heil3t
0 sonst

Inzidenzmatrix dieses Graphen.

Definition: Adjazenzmatrix.

Sei G=|V, E| ein ungerichteter Graph.
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, . , , g 1
Eine Matrix A mit VI(xeV|:V(yeV]: A(X,y)z[l wenn | X,y heil3t
0 sonst
Adjazenzmatrix in dieses Graphen.
Definition: Adjazenzmatrix.
Sei G=|V, E| ein gerichteter Graph.
Eine Matrix A mit VI(xeV|:V(yeV]: A(X,y)Z{(l) Zvoe:slz x, y|€E hei3t

Adjazenzmatrix in dieses Graphen.

Definition: Grad

Sei G=|V, E| ein ungerichteter Graph.

Es sei die Funktion d:V —IN mit ‘v’(VEV\):(d(v)=|{e|(eEE)/\(vEe)H) definiert.
Fiir einen Knoten vEV heiBt d|v) Grad dieses Knotens.

Definition: eingehende Kanten

Sei G=|V, E| ein gerichteter Graph.
‘v’(veV):(V.geinngehendeKanten():{e|(eeE)/\EI(yEV):((y,v)ze)})

Definition: ausgehende Kanten

Sei G=|V, E| ein gerichteter Graph.
(

Y (veV]: (v.geMusgehendeKanten ()zle|(e€E)/\El(ye Vv, y)ze)])
Definition: indegree
Sei G=|V, E| ein ungerichteter Graph.
Es sei die Funktion indegree:V —IN mit
Yvev): (indegree(v |= |v.getEingehendeKanten ( )\)
definiert.

Definition: outdegree

Sei G=|V, E| ein ungerichteter Graph.
Es sei die Funktion outdegree:V —IN mit:

V (veV|:|outdegree|v)=|v.getAusgehendeKanten )|,
definiert.

Definition: Grad

Sei G=|V, E| ein gerichteter Graph.
Es sei die Funktion d:V —IN mit ‘v’(veV):(d(v)zindegree(v)—l— outdegree|v|| definiert.
Flir einen Knoten veV heildt d (v) Grad dieses Knotens.

Definition: Admittanz-Matrix

Sei
G=|V, E| ein ungerichteter Graph und
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H =G.getInzidenzmatrix ()
Was ist dann (H-HT)?
VI (xeV|:¥Y(yeV]:(
(HHT)(X,J’): Z (H(x’e)'HTte;YJ)

Y ecE|
= >, (Hlx,e|Hly,el
Y e€E|
0 wenn || x,y|ZE|Alx#y)
=11 wenn ||x, y|€E|Alx#y)
d(x| wenn x=y

)
Damit ist |(H-H'|=A+D mit V(er):V(er):(D(x,y):d(xt]-é(x,y)) (wobei

1 wennx=y
0 sonst

Die Matrix H-H' heiBt Admittanz-Matrix des Graphen G .

VY (x): V| y).' Slx, y)z die Kronecker-Funktion ist).

Definition: Laplace-Matrix

Sei

G=|V,E| ein gerichteter Graph und

H =G.getInzidenzmatrix ()
Was ist dann (H-HT)?
VixeV|:ViyeVv|:(

\H-Hlx,yl= >, (Hlx,el-H e, yl

Y e€E|

= 2 (Hlx,el-Hly el

O | wenn ((x, y|€E|Ax#y)
=1—1  wenn (((x,y)EE)V((y,X)EE))/\(X?&J’)
dlx|] wenn x=y

Damitist [H-H'|=A—D mit V(xeV|:V|yeV):D|x, y|=d|x|-5x, )
Die Matrix H-H' heiBt Laplace-Matrix des Graphen G .
Bemerkung

Die Laplace-Matrix macht fiir gerichtete Graphen keinen Sinn.

Definition: Gradmatrix

Sei

G=|V, E| ein Graph.
Dann ist die Matrix D:V XV —IN, diesen Graphen so definiert
V(xeV|:V|yeV|:Dlx, y|=d|x)slx, v

Definition: Laplace-Matrix
Sei
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G=|V, E| ein ungerichteter Graph.
G,=G.verrichte|orient| (Erzeuge den selben Graphen, wobei jede Kante genau eine
Richtung bekommt)
H,=G,. getInzidenzmarix()
L=H,H,
Die Matrix L hei3t Laplace-Matrix des Graphens G .

Satz

Sei
G=|V, E| ein ungerichteter Graph.
L=G.getLaplaceMatrix ()
A=G.getAdjazenzMatrix ()
D=G.getGradMatrix ()

Dann gilt:
L=D—-A

Definition: Weg
Sei G=|V, E| ein Graph und
eine Liste W=(€1,€2,€3,---,€n mit
V (i|:|e,€G.getDirectedEdges ()| und
mit knoten=w.getVertexList() :
V(z’ e([O, knozenHﬂlN)) : (( X;, X | € G.gelDirecZedEdges())
heil3t Weg in diesem Graphen.

Definition: getStartVertexList

Sei G=|V, E| ein Graph w ein Weg in diesem Graph.
Dann ist die Liste w.getStartVertexList ():IN—V definiert als

V(ke([o, wHﬂIN)):(w.getStartVertexLisz()[k} =w|k|. getStartVertex()|.

Definition: getVertexList

Sei G=|V,E| ein Graph w ein Weg in diesem Graph.

Dann ist die Liste w.getVertexList () :IN—V definiert als
w.getVertexList ()=w.getStartVertexList ()-|w.getLastElement (). getEndVertex ()|
Definition: getStartVertex

Sei G=|V, E| ein Graph w ein Weg in diesem Graph.

Dann ist w.getStartVertex ()=w.getVertexList (). getFirstElement () .
Definition: getEndVertex

Sei G=|V, E| ein Graph und w ein Weg in diesem Graph.
Dann ist w.getEndVertex ()=w.getVertexList (). getLastElement () .
Definition: geschlossen

Sei w ein Weg. Wenn w.getEndVertex ()=w.getStartVertex () , dann heiBt w geschlossen.
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Definition: offen

Sei w ein Weg. Wenn —w.isClosed () , dann heiBt w offen.

Definition: Weg ohne mehrfache Kanten

Sei w ein Weg. Enthalt w nicht die selbe Kante mehrfach, dann heidt w Weg ohne
mehrfache Kanten.

Definition: Kreis

Sei w ein Weg ohne mehrfache Kanten. Ist w geschlossen, dann heiBt w Kreis.

Definition: Pfad

Sei w ein Weg ohne mehrfache Kanten. Ist w offen, dann heiBt w Pfad.

Definition: Weg ohne mehrfache Knoten

Sei w ein Weg. Enthalt w.getStartKnotenListe() nicht den selben Knoten mehrfach, dann
heidt w Weg ohne mehrfache Knoten.

Definition: einfacher Kreis

Sei w ein Weg ohne mehrfache Knoten. Ist w geschlossen, dann heifdt w einfacher Kreis.

Definition: einfacher Pfad

Sei w ein Weg ohne mehrfache Knoten. Ist w offen, dann heildt w einfacher Pfad.

[...]

W..

=W,

W,

Definition: Lange

Sei G=|V, E| ein kantengewichteter Graph.

Fur eine Kante e€E sei I|le|=e.getLength() die Lange (das Gewicht) dieser Kante.
Definition: Lange eines Weges

Sei G=|V, E| ein kantengewichteter Graph und w ein Weg in diesem Graphen.
Die Linge des Weges ist |w|= Z \e.getLength ()|=w.getLength () .

Yeew)

Definition: istZwischen

Sei G=|V, E| ein kantengewichteter Graph und w ein Weg in diesem Graphen.
Y (xeV|:Y yeV|:\w.istZwischen|x , y| =
(( w.getVertexList (). getFirstElement ()=x| A|w.getVertexList (). getLastElement ()= y)))

Definition: Abstand

Sei
G=|V, E| ein kantengewichteter Graph
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xevV
.- YyEV
Die Zahl dlx,y|=||w|w.istzwischen|x, y| . getMinimalElement() heiBt Abstand zwischen
=G.getDistance | x, V)
dem Knoten x und y.

Definition: zusammenhangend

Sei G=|V, E| ein kantengewichteter Graph.
Der Graph G heiBt zusammenhangend (,connected) genau dann, wenn
VixeV|:VYiyev|:3lwe G.getWege()):(W.z’stZwischen(x,y))

Satz

Sei G=|V, E| ein kantengewichteter Graph.
G.istZusammenhdngend ()= ¥ (xeV|:¥ yeV|:(d|x, y|<+o]

Satz

Sei
G=|V, E| ein ungerichteter Graph.
L=G.getLaplaceMatrix ()
eigenwertemenge= L.getEigenwerte ()
n=|eigenwertemenge|
Dann gilt:
n ist die Anzahl der Zusammenhangskomponenten (zusammenhangenden Subgraphen) des
Graphen G .

Bemerkung

Es ist moglicherweise (berraschend, dass geometrische Eigenschaften wie Anzahl
zusammenhangender Subgraphen rein algebraisch ermittelt werden kénnen.

[...irgendwas Uber den Laplace-Operator, warum er als A=A—D und nicht A=A+D
definiert ist ...]
Betrachten wir ein ebenes Gitter als Spezialfall eines Graphen. Jeder Knoten x bekommt
eine Hohe (ein Gewicht) f(x| zugeordnet. Dann gilt:
d?- f d>* f
A x:”—x)“+n—(-x “
S1x] d-xz( d-y> |
=[x+ f o) =2 flx)+ i)+ [ 2) =2 flx]
= > sflzl=slx]

V| z|z, x|€E)

=2 (Alz, x) flz]=d|x) fx]]

VY |z| ’
=(A-=D| flx|
Alsoist A=A—-D .

Definition: Durchmesser
Sei
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G=|V, E| ein ungerichteter Graph.
Die Zahl diam|G|=d|x, yl|lxeV|alyeV|. getMaximum()=G.getDiameter()  heifdt
Durchmesser dieses Graphen.

Definition: Exzentrizitat

Sei

G=|V, E| ein ungerichteter, kantengewichteter Graph,

G.istZusammenhdngend ()

x€V ein Knoten.
Die Zahl elx|=|d|x, y)‘ yeV|. getMaximum ()= x.getExcentricity() heiBt Exzentrizitat des
Knotens x .

Bemerkung

Die Exzentrizitat eines Knotes ist ein MaB dafir, wie ,zentral“ der Knoten innerhalb des
Graphens ist.

Je kleiner die Exzentrizitat des Knotens ist, desto zentraler ist der Knoten.

Je groBer die Exzentrizitit des Knotens ist, desto exzentrischer (,weiter drauBen®) ist der
Knoten.

Definition: minimale Exzentrizitat

Sei

G=|V, E| ein ungerichteter, kantengewichteter Graph,

G.istZusammenhéngend () .
Die Zahl G.getMinimaleExzentrizitdt ()=x.getExcentricity ()|x €V |. getMinimum () bezeichnet
die minimale Exzentrizitat des Graphen, also den minimalen maximalen Abstand, den ein
Knoten zum ,,Rand“ des Graphen haben kann.

Definition: Zentrum

Sei

G=|V, E| ein ungerichteter Graph,

G.istZusammenhiingend () .
Die Menge C (G)z{xe V|e(x)=G. getMinimaleExzentrizitc’it()]z G.getCentralVertices() heiBt
Zentrum.

Resouce-Placement-Probleme

Thema

Wir nehmen an, dass wir einen ungerichteten, nicht kantenbewerteten Graphen G haben.

Uns interessiert:

1. Gegeben sei StralBennetzwerk. Wohin soll ein Krankenhaus platziert werden, sodass die
(maximalen) Anfahrtswege (-Zeiten) fuir die Rettung minimal sind.

p|G|=min |max |G.getShortestPathFromTo|x, y|. getLength())
Wir suchen also Vixex|| V(yey) :

-

el x|
wobei
X die Menge der Krankenhause und
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Y die Menge der potentiellen Patienten ist.

und damit
C|G)=|x|p|G|=max |G.getShortestPathFromTo|x, y|. getLength )
V(yeY)|
elx|
=G.getCentre|)

2. Gegeben sei StraBennetzwerk. Wohin soll ein Einkaufszentrum platziert werden, sodass die
(durchschnittlichen) Anfahrtsweg fiir die Kunden minimal sind. (Die Menge der Kunden
maximal sind.) (,Das ganze ist eine amerikanisierte Variante, wo solche Dinge wie
Ensembleschutz keine Berticksichtigung finden. )

3. Gegeben sei StraBennetzwerk. Wohin soll ein Einkaufszentrum platziert werden, sodass die
(durchschnittlichen) Anfahrtsweg fiir die Kunden minimal sind (die Menge der Kunden
maximal sind), wobei wir wissen, dass ein Konkurrent kurz nach unserer Entscheidung
ebenfalls ein Einkaufszentrum platzieren will. Ziel ist, den Konkurrenten mdoglichst zu
behindern, um im Verhaltnis die meisten Kunden erreichen zu kénnen.

Definition: Status

Sei
G=|V, E| ein ungerichteter, kantengewichteter[?] Graph,
G.istZusammenhdngend ()
x€V ein Knoten.

Dann hei@t X-getStats ()= Z (d(x >y ,)) Status des Knotens x .

V| y€ G.getVertices())

Definition: Status

Sei
G=|V, E| ein ungerichteter, kantengewichteter[?] Graph,
G.istZusammenhéingend () .

Dann heiBt UlG)zG.getStatus()zIﬁ-x.getStatus()

X€E VJl. getMinimum() Status des
Graphen G .

Definition: Median

G=|V, E| ein ungerichteter, kantengewichteter[?] Graph,
G.istZusammenhéngend () .
Dann heiBt M |G|=G.getMedian()=|x.getStatus ()= G.getStatus ()| Median dieses Graphen.

Beispiel: Einkaufszentrumplatzierung mit Konkurrenz

Sei
G=|V, E| ein ungerichteter, kantengewichteter[?] Graph,
G.istZusammenhiingend () ,
X der Knoten fiir mein Einkaufszentrum,
y der Knoten fiir das Einkaufszentrum meines Konkurrenten
Dann bezeichne
Vx,yz{w‘(w eV Al G.getDistance|x , w|<G.getDistance | y , w)” die Kunden, die mir
naher sind als dem Konkurrenten und
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V.= {w’(w eV | Al G.getDistance|x , w|> G.getDistance | y w)” die Kunden, die meinem
Konkurrenten naher sind als mir.

Ziel ist dann min| max (|Vy,X‘_|Vx,y|)

Vixev|\V|yelv\ x|

Wir gehen hier aber implizit davon aus, dass der Konkurrent rational entscheidet.

max (|VyJX|_‘Vx1y|)

V(yelvix]|
konnen aber beweisen, dass gilt:
VixeV|:V|ye V).'(x.getStatus()+|Vx,y = y.getStatus ()+|V ,, ,

VI (xeV|:Vye V):(x.getStatus()—y.getStatus()=|Vy,x|—|Vx,y

Der Aufwand, um min

okl auszurechnen, ist aber kubisch. Wir

und damit gilt

|

Also ist
min| max (‘Vy,x|—|Vx’y|)=min max |x.getStatus()— y.getStatus())
VixeV||V(ye(V\lx]| VixeV| | V(yev\x))
=Min | x.getStatus )+ max (—y.getStatus()))
V(xeV]| V(yetV\}xH]
=min

x.getStatus ()— MIN |y.getStatus( )))

V(xev| V(ye(V\|x])]

Definition: Zentroid-Wert

Also benenn'ich die zu minierende Funktion f:V—U mit
Y (xeV|:| flx|=x.getCentroidValue ()=x.getStatus () — min |y.getStatus())
¥ [yelv\ x|
Diese Funktion liefert mir einen Zentroid-Wert fiir jeden Knoten des Graphen.

Definition: minimaler Zentroid-Wert

Dann heiBe  @|G|=G.getMinimalCentroidValue()=min¥ |x €V || x.getCentroidValue ()|
minimaler Zentroid-Wert des Graphen G .

Definition: Zentroid

Dann heif3t die Knotenmenge
Z|G|=G.getCentroid ()= |x‘(x€ VAl flx|=G.getMinimalCentroidValue ( ))}
Zentroid des Graphen G .

Wir haben hier also 3 Begriffe von Zentralitat, namlich

Zentrum und

Median und

Zentroid.
Es gibt Beweise, die zeigen, dass man Graphen konstruieren kann, dass diese 3
Knotenmengen disjunkt sind. Man kann sogar Graphen konstruieren, die zeigen, dass die
paarweisen Abstande dieser Mengen eine bestimmte Mindestgrenze nicht unterscheiden
durfen.

Literaturverweis

Slater, Nework 34: 224..249
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Bemerkung

Der Median eines Graphen sollte eigentlich Zentroid heiBen, weil er sowas wie einen
Schwerpunkt darstellt.
Das Zentrum eines Graphen sollte eigentlich Median heilBen, da links und rechts etwa
gleich viel Knoten sind.

Definition: liegt zwischen

Sei
G=|V, E| ein ungerichteter, kantengewichteter[?] Graph,
G.istZusammenhdngend ()
xevV,
YEev,
mevV
Betrachten wir die Menge aller kiirzesten Pfade von x nach y im Graphen G .
Der Knoten m liegt zwischen x und y ( m.liegtZwischen|x, y|) genau dann, wenn
G.getDistance | x , m|+G.getDistance |m , y|=G.getDistance|x , y|

Definition: betweenness centrality

Sei
G=|V, E| ein ungerichteter, kantengewichteter[?] Graph,
G.istZusammenhingend () ,

mevV .
Dann hei3t b(m)zm.getBetweennessCentralily()=H(x, y)|m.liethwischen(x,y)H

betweenness centrality von m .

Bemerkung

Die betweenness centrality bezeichnet also ungefédhr die Eignung wvon Knoten als
Verkehrsknotenpunkt (also Knoten, an denen man sowieso vorbei kommt, wenn man sich
schon im Graphen bewegt) (z.B. fiir die Tankstellenplatzierung, da diese gerne ohne Umweg
(d.h. Wegverlangerung, nur um die Tankstelle zu erreichen) angefahren werden wollen).

Definition: Teilgraph

Sei

. G=|V, E| ein ungerichteter, nicht kantengewichteter Graph,
wcv
FCE
H=(W,F|

. H.istGraph()

Dann hei@t H Teilgraph von G .

Definition: induzierter Teilgraph

Sei

. G=|V, E| ein ungerichteter, nicht kantengewichteter Graph,

H=\W,F|,
H.istTeilgraphVon |G|,
VI xew):V|yew|:(|x,yeF|=(lx,y€E|
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Dann hei3t H induzierter Teilgraph von G .

Bemerkung

Bei induzierten Teilgraphen reicht die Angabe der Knotenmenge W einfach aus, die ,daftr
noch moglichen“ Kanten werden einfach , mitgeerbt®.

Schreibweise

G.getInduzierterTeilgraphFiir|[W |=G| W |

Definition: konvexer Teilgraph

Sei
G=|V, E| ein ungerichteter, nicht kantengewichteter Graph,
H=(W,F]|,

H.istInduzierterTeilgraphVon|G |
Y (xeW|: Y |yeW|:|G.getKiirzesteWegeFiir | x , y|< H.getWege ()
Dann heifdt H konvexer Teilgraph von G .

,Der Begriff der Konvexitat macht nur Sinn in Bezug auf eine ibergeordnete Struktur
(Supergraph, etc).

»~Wenn ich einen Hiinergott habe, und sage, er ist konvex, dann bezieht sich das automatisch
auf R’ <,

Definition: Zweig

Sei
G=|V, E| ein ungerichteter, nicht kantengewichteter Graph,
xeV,
H=|W,F]| sei ein konvexer Teilgraph von G, wobei

x&€W und
H ein maximaler (bezliglich der Zahl der Knoten) (beziiglich aller Teilgraphen von G, zu
dessen Knotenmengen x nicht gehort) konvexer Teilgraph von G .

Dann heiBt H Zweig von G in x.

Definition: Zweiggewicht, branch weight

G=|V, E| ein ungerichteter, nicht kantengewichteter Graph,

xXeV,

H=|W,F| seiein Zweigvon G in x.
Dann heiBt die Zahl &(x|=|H.getVertices ()| Zweiggewicht von G am Knoten x (,branch
weight at x“).
Bemerkung

Man denke an die Baume. Da ist das Zweiggewicht ein Ma fiir die Assymetrie.

Bemerkung

Man kann einen Zentralitatsbegriff definieren, der eine Knotenmenge beschreibt im Graphen
beschreibt, die minimales Zweiggewicht nach allen Seiten haben.
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Datum: 05.05.2004

[...hier sind ziemlich viele Liicken :-( ...]

Beispiel: Konigsberger Briickenproblem

Das alteste Problem der Graphentheorie ist wahrscheinlich das Konigsberger
Briickenproblem. Es gibt dort mehrere Briicken und Inseln. Die Frage war wahrscheinlich
schon im 18. Jahrhundert, wie man einen Rundgang durch Koénigsberg macht, sodass man
jede Briicke (Kante) nur genau einmal passiert.

Definition: eulerscher Weg
Gegeben sei
ein Graph G=|(V , EJ,
ein Weg W,
Der Weg W heil3t eulerscher Weg genau dann, wenn er jede Kante aus E genau einmal
passiert.

Beispiel: Eulersches Problem

Suche nach einem eulerschen Weg fiir einen gegebenen Graphen.

Definition: eulerscher Graph

Gegeben sei
ein Graph G=(V , E|.

Der Graph hei@t eulerscher Graph genau dann, wenn
(W €G.getWege ()|:|W.istEulerscherWeg ()

Lemma

Sei
G=|V,E| ein ungerichteter Graph,
G.istEulerscherGraph() .

Dann gilt:
G.istZusammenhéingend () .

Lemma

Sei
G=|V, E| ein ungerichteter Graph,
G.istEulerscherGraph/() .

Dann gilt:

YV xe V):(G.getGradFiir(x)E(INJ-Z))

Beweis

Sei
W € G.getEulerscheWege )
xevV

Dann sei

K
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W ,€G.getWege() mit

W ,.istTeilweg|W| und
W .. getStartVertex ()=x und
W .. getEndVertex ()=

Dann definieren wir den Graphen

G,=|V,E\W . getEdges()| . Wir wissen dann, dass

G,. getGradFiir | x|=G. getGradFiir x|—2 .
Der reduzierte Graph enthalt wieder einen eulerschen Weg.

Dieses Verfahren wiederhole man so lange, wie der Grad des Knoten x im jeweiligen
Graphen groBBer O ist.
Ist er genau O, so ist klar, dass der Grad des Knoten x im urspriinglichen Graphen G eine
gerade Zahl ist.
Ist der Grad einmal genau 1 in einem Graphen der Reduktionskette, so gibt es keinen
eulerschen Weg fir diesen Graphen und somit auch fiir alle Graphen davor, somit auch fir
die Graphen G . Das hei3t, dass die Voraussetzung, G.istEulerschergraph() falsch ist. Dies
ist ein Widerspruch.

Frage

Sei
G=|V, E| ein ungerichteter Graph,
G.istZusammenhiingend () ,
Y (xeV):(G.getGradFiir| x|e(Ny -2]| .

Gilt dann?
G.istEulerscherGraph/() .
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Betrachtung
1. Fur jeden Knoten x€V:

1.
2.
3.

finden wir einen geschlossenen Weg C.

bilden wir einen Graphen G.=|V, E\C.getEdges()| .

Fiir jede Zusammenhangskomponente G. ;€ G. getZusammenhangskomponenten() :

1. Y=G_ . getVertices()N C.getVertices | )

2. Wir wissen, dass |Y|>0, da die einzelne Zusammenhangskomponente nur deswegen
,allein geworden ist, weil Kanten an ihrem Knoten entfernt wurden.

3. Fur diese Zusammenhangskomponente finden wir einen eulerschen Weg (Rekursion)

4. Wir verbinden den Weg C mit den Eulerschen Wegen der einzelnen
Zusammenhangskomponenten geeignet zu einem Weg E . Dies ist ein Eulerscher Weg.
Schlussfolgerung:
Ganz offensichtlich lassen sich eulersche Wege finden fiir jeden solchen Graphen.
Bemerkung
Wenn der maximale Grad des Graphen k ist, dann brauchen wir nur eine Rekursionstiefe
1
1k
von S°k.
Definition: Teilgraph-charakterisierender-Vektor
Sei

G=|V,E| ein Graph,
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T<E

Dann
existiert eine Funktion X (7T): E —>{0,1} mit
. |1 eeT
VlecE):| XIT|le|= 0 o&T

Diese Funktion hei3t charakterisierender Vektor fiir die Teilmenge T der Kantenmenge
von G .

Frage
Sei
. G=|V,E]| ein Graph,
CeG.getWege() ,
C.istKreis () ,
H ein Graph mit

H.istTeilgraphVon |G|

H.getEdges ()= C.getEdges ()
Was kann dann iiber X ausgesagt werden?
Es gilt dann:

fir jeden Knoten x€V':

2 xeC.getVertices|()
H, X le]|=
V;E ( x,e C.getEdges() )) 0 sonst

Diese 2 da oben ist ein wenig unschon. Dann rechne ich lieber im Kérper GF2.

Definition: GF2
Sei
De0:0,1/x/0,1/-(0,1] mit V(x,€/0,1)):¥(x,€0,1
0e0:0,1/x/0,1/-/0,1 mit V(x,€[0,1):V¥|x,€/0,1
Dann heiBt der Korper GF2=({O,1],EI®EI,DG)EI) GF2.

}) .'((x0®xl)=mod(x0+xl, 2)) ,
}):((x()@xl):mod(xo-x], 2)) )
Bemerkung

Im folgenden betrachten wir die Teilgraph charakterisierenden Vektoren als zugehérig zum
Vektorraum tiber dem Korper GF2.
[...]

Sei,
. ACE,
BCE,
. |1 wennecA
VlecE):| X ,le|= 0 somst
. |1 wennec€B
YlecE|:| X, le|= i

Was ist dann V(eEE):(XD(e).:XA(e)EBXB(e)) ?
offensichtlich ist [...]
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Also ist D=[AUB\|ANB]/ (also die symmetrische Differenz von A und B).
Damit ist die Operation @ die Operation XOR.

Definition: XORGset

Nennen wir V/ (A]:V(B]:XOR,,[A, Bl=(AUBN\ AN B
[...]

Satz

Sei

C, eine Menge,

C, eine Menge,

(CoNC,|=0 .

Dann gilt:
XORset|C,, C,|=C,UC,
Satz

G=|V,E| ein Graph,

CeG.getWege() ,

C.istKreis () ,

H ein Graph mit
H.istTeilgraphVon |G
H.getEdges ()= C.getEdges|()

xeV

Dann gilt:
> |H, . X |e|=H.getDegreeFor|x||
Y (e€E)
Satz
Daraus folgt:

G=|V,E| ein Graph,

CeG.getWege() ,

C.istKreis () ,

H ein Graph mit
H.istTeilgraphVon |G|
H.getEdges ()= C.getEdges ()

xeV

Dann gilt:
>, (HX)EGBXH(6)=O)®(H.getDegreeFor(x)E(INJQ)))
Y ecE|
Definition: Kreisraum

[...]
Offensichtlich spannen alle moglichen Kreise mit ihren Teilgraph charakterisierenden
Vektoren  einen  Vektorraum  auf. Dieser = Vektorraum  heiBt  Kreisraum
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C|G|=G.getCycleSpace () . Der Kreisraum ist damit ein Vektorraum tiber dem Kérper GF2
(bezuglich eines Graphen).

[...]

Definition: Basis

Sei
G=|V,E| ein Graph,
C|G|=G.getCycleSpace () ,
M <G.getCycleSpace (). getMengeAllerVektoren() |
Die mit den aufspannenden Vektoren ist jeder Vektor tiber Linearkombination erreichbar

Y (U €G.getCycleSpace ). getMengeAllerVektoren ()| : 3 (AO) : EI(AI): ..o 3 (A|M|—l) :

('Aé)l(z\koMi)zU

k=0

M ist linear unabhangig:

|m]-1 -

V(AO):V(AI):...:‘v’(z\|M|_1):( © (Ai-Mi)zo):(A0=A1=...=A|M|_1=O
Satz
Sei

G=|V,E| ein Graph,

G.istBaum () .

xeV

ye(V\ix|]
Dann gilt:

es gibt genau einen Weg W mit
W.getStartVertex ()=x und
W.getStartVertex ()=y

Definition: Fundamental-Kreis

Sei

G=|V,E| ein Graph,

T € G.getSpannbdume () .
Dann gibt es fiir jedes Paar von Knoten [x, y| dieses Spannbaums genau einen Weg W
zwischen diesen beiden Knoten. Ist |W.getEdges()|>1, so erzeugt das Einfiigen der Kante
(x,y) inden Baum T einen Kreis C=W.concat| x, y||.
Dieser Kreis heiBt Fundamental-Kreis fiir (x, y| beziiglich des Spannbaums 7 und wird
bezeichnet als cyc|T, e|=T.getCycleForle|.

Definition: Basis

Sei
G=|V,E| ein Graph,
T € G.getSpannbdume ()
BT={T.getCycleFor(e)|e€(E\TgetEdges()H~ .
Dann heiBt B; Basis des Kreisraums von G beziiglich des Spannbaums 7.
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Satz

Sei

G=|V,E| ein Graph,

T € G.getSpannbdume () .
Die Menge B,=T.getCycleFor|e||e€|E\T.getEdges())| ist eine Basis fiir den Kreisraum von
G.

Beweis

lineare Unabhéangigkeit:

Sei
B;=Cy,Cy,...,Clyy|
Dann gilt:
Wenn wir die Gleichung AO'X(CO)+?\1'X(C1)+.--+?\\B|_1'X(C\B|_1):0 l16sen wollen,
dann klappt das nur, wenn A=A, =...=A, =0,

Das liegt daran, dass jeder dieser Basisvektoren WV (k) (X (C k)) genau dem
Basisvektor des Spannbaums X (7.getEdges ()) entspricht bis auf eine Kante ¢;. Diese
Kante €, ist aber fliir jeden Kreis eine andere, wie aus der obigen Konstruktion
ersichtlich. Somit sind alle V(k)(X (C k)) voneinander linear unabhangig bezliglich
der Kantenmenge G.getEdges()\T.getEdges () .
Erzeugenden.System
Betrachten wir C€G.getCycleSpace() :
Wir kénnen C wie folgt partitionieren: C=(CNT.getEdges()|U|C\T.getEdges ().
Sei K=C\T.getEdges|) .
Sei V(eE(E\T.getEdges())):(Ce=T.getCycleFor(e))
Damitist V e€K|:(C,€B,]|
]
KsC'= @ [C.]
YleeK|
C'=KulCNT)| [?] und damit
'=KU[CNT|=C ,und wir sind fertig® [???]

[

Also:

Jeder Kreis C kann dargestellt werden als € = @ [T.getCycleForle||

V le€[C\T])

Frage

Was ist G.getCycleSpace (). getDimension() ?

Wir werden spéter sehen, dass G.getCycleSpace (). getDimension()=
+C.getEdges (). length()
—C.getVertices(). length/()
+ G.getZusammenhangskomponenten (). length ()

Theorem

Sei
G=|V, E| ein Graph,
G.istZusammenhéngend () .
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T € G.getSpannbdume () ,
B,=G.getBaseForSpanningTree 7).

Dann gilt:
|B,|=|E|-|V|+1=G.getCycleSpace(). getDimension()

Definition: cyclomatische Zahl

Sei

G=|V,E| ein Graph,

G.istZusammenhdngend ()
Dann heiBt die Zahl G.getCyclomatischeZahl ()=|E|-|V|+1 cyclomatische Zahl dieses
Graphen.

[...]
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Planare Graphen

Datum: 19.05.2004

[Dieses Kapitel ist wahrscheinlich eher wenig Priifungsrelevant, da es nicht von Peter Stadler

personlich gehalten wurde. ]

Definition: Weg in der Ebene

Sei
p:10,1]=R* eine Funktion,
p.istlnjektiv() |
p.istStetig () .

Diese Funkion p heil3t Weg in der Ebene.

Bemerkung

Aus der Stetigkeit folgt, dass der Weg zusammenhéangend ist.
Aus der Injektivitat der Funktion folgt die Kreuzungsfreiheit.

Definition: inneres
Sei
p:10,1]-R? ein Weg in der Ebene,
Dann ist 7: p— Potenzmenge (IRZ) mit
V(p:[O,l]—ﬂR):(I(p)=p.get[nteri0r()={p[x)|x€}0,lH)
das Innere des Weges p .

Definition: planare Einbettung
Sei
G=|V, E| ein Graph,
coordinateOf : V —IR* eine Funktion,
wegVon:E—r{pe le€ E|A

VHV,W}EE):(((])W,

pe:[O,l}—ﬂR)} eine Funktion,
W}(O)=v)/\
‘v’(eer):‘v’(ele(E\{eo})):(

Y (e€E|:((wegVon|e|. getInterior () NcoordinateOf getBild ()= & )
Dann heiBt (coordinateOf ,wegVon| planare Einbettung von G .

Fragen

Welche Graphen sind Planar?
[...]

Satz von Euler

Sei
G=|V,E| ein Graph,
\coordinateOf , wegVon| eine Einbettung von G,
G.istZusammenhdngend ()
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k die Anzahl der Flachen der planaren Einbettung [coordinateOf ,wegVon|  des
zusammenhangenden Graphen G .

Dann gilt:
\VI|-|E|+k=2

Beweis

Der Beweis geht iiber die vollstandige Induktion tiber |V] .

Definition: Clique, vollstandiger Graph
Sei
G=|V, E| ein ungerichteter Graph,

Ezﬂvo,vl}(VOEV)/\(vle(V\{vO})” (Jeder Knoten ist mit jedem anderen Knoten

verbunden.)
Dann heiBt der Graph G Clique oder |V| -ter vollstindiger Graph.

Beispiel

[...Foto...]

Definition: vollstandig bipartiter Graph
Sei
G=|V, E| ein ungerichteter Graph,
({ Vo, Vl}). istPartitionierungVon|V |
V(VOEVO).‘V(VleVl).'({VO,VJEE) (Jeder Knoten aus der einen Partition V, ist mit
jedem Knoten aus der anderen Partition V', verbunden.)
Dann heiBt G vollstandig bipartiter Graph Kjy,| |y,

Beispiel
[...Foto...]

Definition: Weg
Sei
- G=|V,E| ein ungerichteter Graph,
[€IN,

p:(l0,/["N]-V,

p.istnjektiv() ,

. Vliello,nN|): ([ pli—1], pli) €E].
Dann heil3t p Weg in diesem Graph G .

Definition: Inneres

Sei
G=|V, E| ein ungerichteter Graph,
P:([O,l[ﬂlN)—ﬂ/ ein Weg in diesem Graph G .
Dann hei8t 7 (p)zP.getInterior():{P(i)‘ie(]o,l—l Ia IN)} das Innere dieses Weges.
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Definition: Unterteilung
Sei
G=|V, E| ein ungerichteter Graph,
G,=V,. E,l,
Vle€E|:3[P,€G,. getWege()|:
V(eze(E \{e}))( P,. getlnterior ()N P, . get]nterior())=ﬂ)
U (P,.getUrbild()|=V,

Ve€E|
Dann heiBt G, eine Unterteilung von G .

Definition: Teilgraph
G=|V, E| ein ungerichteter Graph,
Gz:(vz’ Ez) )
V,eV,
E2=EOHVO , VlH(VOEVZ)/\(Vle Vz)} )
Dann heiBt G, Teilgraph tiber V von G .

Satz: Satz von Kuratowski

Sei
G=|V, E| ein ungerichteter Graph,

G ist planar genau dann, wenn
G hat keinen Teilgraph, der Unterteilung des K ist, und
G hat keinen Teilgraph, der Unterteilung des K5 ist.

Beweis

[...Geduld...]

Definition:

Sei
G=|V, E| ein ungerichteter Graph,
eek,
v, wj=e
Dann sei
Gle=G.kontrahiere|e|=(V,, E,| definiert durch:

V,=[V\lv,w/|Uv,| (v,€V) (v, istein neuer Knoten) und

Ezz(EﬂHvO,le(vOEVz)/\(vlevz)})uﬁvz,wz}‘({v,wz}eE)\/([w, w,|€E }

Beispiel
[...Foto...]
Definition: k-zusammenhangend
Sei
G=|V, E| ein ungerichteter Graph,
k€N,
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V(V,eV]: ((‘ V,|< k):> (G.getTeilgmph Uber |V ,|. istZusammenhingend ( )))

Dann heiBBt der Graph G k -zusammenhéngend.

Bemerkung

Von nun an sei G immer 3 -zusammenhangend.

Lemma 1

Sei
G=|V, E| ein ungerichteter Graph,
ecek,
G hat keinen Teilgraph, der Unterteilung des Kj ist, und
G hat keinen Teilgraph, der Unterteilung des K5 ist.
Dann gilt fiir G,=G.kontrahiere|e| :

G, hat keinen Teilgraph, der Unterteilung des K ist, und
G, hat keinen Teilgraph, der Unterteilung des K ist.

Beweis

Siehe ,, Topological Graph Theory“ (urn:isbn:0-486-41741-7)

Lemma

Sei
G=|V, E| ein ungerichteter Graph,
G.ist3Zusammenhdngend () .

Dann liegt v, im Graphen G.getTeilgraph Uber (V\{Vz}) innerhalb eines Zyklus.

Satz: Satz von Kuratowski, Abwandlung 1

Sei
G=|V,E| ein ungerichteter Graph,
G ist 3 -zusammenhangend,
G hat keinen Teilgraph, der Unterteilung des K ist, und
G hat keinen Teilgraph, der Unterteilung des K ist.
Dann gilt:
G.istPlanar () .
Beweis

Wir betrachten den Graphen G=(V , E|.

Induktions-Verankerung

Der Satz gilt fr alle Graphen mit maximal 4 Knoten.

Induktions-Hypothese

Der Satz gilt fiir alle Graphen mit weniger als ‘V| Knoten.

Induktions-Schritt

Gegeben sei
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G=|V,E| mit |V| Knoten, sodass
G hat keinen Teilgraph, der Unterteilung des K ist, und
G hat keinen Teilgraph, der Unterteilung des K ist.
Zu zeigen ist:
G.istPlanar ()
Wir wissen:
Fir jedes e€E gilt:
G.kontrahiere |e| hat keinen Teilgraph, der Unterteilung des K ist, und
G.kontrahiere |e| hat keinen Teilgraph, der Unterteilung des K 33 ist.
[...Foto...]
Fiir den Knoten V, gibt es einen Zyklus CZ(CI, cz,...) mit V(i).'(C,-EV) )
(1) Es gibt maximal 2 Knoten im Zyklus C, die jeweils sowohl mit v als auch mit w
verbunden sind.
(2) Die Knoten vom Typ u (also alle die, die mit u, aber nicht mit v verbunden sind)
kommen an einem Stiick auf C (also auf einer Teilliste von C') vor.
Die Knoten vom Typ v (also alle die, die mit v, aber nicht mit u verbunden sind)
kommen an einem Stiick auf C (also auf einer Teilliste von C') vor.
(Diese einzelnen Teillisten enthalten sogar keinen gemeinsamen Knoten)
Angenommen, diese Aussage gilt nicht.
[...dann?...]
Wegen (1) und (2) funktioniert die Kontraktion wie abgebildet.

Bemerkung

K, ist zwar nicht auf der Ebene, aber auf dem Mébius-Band einbettbar.
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Datum: 26.05.2004

Erganzungen zum Satz von Kuratowski

Wir hatten mehrere Formen von ,Enthalten-Sein® definiert
topologisches Enthalten-Sein
Durch Einfligen zusatzlicher Knoten entlang von Kanten
[Grafik]
Enthalten-Sein Giber Kontraktion
Durch Kontraktion

Satz: Erweiterter Satz von Kuratowski

Sei
G ein ungerichteter Graph.
Dann sind folgende Aussagen aquivalent:
1. G.istPlanar ()
2. ~K,.istTopologischEnthaltenIn|G | A— K . istTopologischEnthaltenln|G |

3. ~K.istKontraktivEnthaltenIn| G|\ K , ;. istKontraktivEnthaltenIn|G |

Lineare Algebra auf Graphen in einer Nussschale

Sei
G=|V, E| ein ungerichteter Graph.
Dann erhalten wir
einen GF2-Vektorraum.
Das ist der Vektorraum iber dem Kérper (0,1], D@, AL, wobei
Jol die Boole'sche XOR-Operation,
UJAU  die Boole'sche AND-Operation ist.
Knotenraum:
VIG|:=\f|f:V—GF2|
\feVI|G||e| f entspricht einer Teilmenge von V|
S+ g entspricht der symmetrischen Differenz von f und g.
Kantenraum
analog zum Knotenraum
E|G|:=|f|f:E—~GF2|
Die Standard-Basis von E (G| ist: Hel} , {82} seees
Sei
Fo=\[Vols[Volpse--s (Vo)) V(i)-'(("o)ie{(),l}m)
]

Sr=(vi il (Vi) (i) (v, ] €l0,1]")
Dann kénnen wir das innere Produkt (Skalarprodukt) definieren als:

<fo: f1>:@ ((VO)i/\(vl)i)

Vi)

(ol fi)e(( fo. £1]=0]

enH , wobei Ez[el,ez,...,en]

————
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Sei
F ein Unter-Vektor-Raum von E (G .
Dann sei
+ z{f‘(f EE)/\V(geF.getMenge()).'(‘(f,g:\}:O)} (Orthogonales Komplement)
Alle Vektoren, die Senkrecht zur Vektormenge von F' stehen.
Unter-Raume von E (G| :
Zyklen-Raum C (G|
Cut-Raum C*(G)|

Definition: cut

Sei
G=|V, E| ein Graph,
E,CE.
G,=|V,E\E,|.
Wenn G, .istZusammahdngend () . dann heiBt E, cut (Schnitt) von G .

Sei G ein zusammenhangender Graph.

Satz
C (G| wird erzeugt von den durch G induzierten Zyklen

Satz
C*(G| wird erzeugt durch |E(v|lve V|, wobei E(v):=|[x,y]|[[x,y]|€E|Alx=v]
Satz

=[c*lG]]"
2. C’ (G) felfelln

Satz

1. dim|C*(G||=|V|-
2. dim|C|G||=|E|-|V]+1

Definition: einfach
Sei
G=|V,E| ein Graph,
FcSE|(G],

ViecE|:| f|l feFInlee fl]<2).
Dann heiBt die Menge F einfach. ( F.istEinfachBeziiglich|G))

Definition: Zusammenhangszahl
Sei
G=|V, E| ein Graph,
Dann heiBt die Anzahl der Knoten, die entfernt werden missen, damit der Graph in
mindestens 2 Zusammenhangskomponenten zerfallt Zusammenhangszahl des Graphen G .
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K |G|=G.getZusammenhangszahl ()

Beispiel

Satz: Satz von MacLane
Sei
G=|V, E| ein Graph,
G.istPlanar ()< G.getCycleSpace (). getMenge ). istEinfachBeziiglich| G|

Beweis

Sei G.getZusammenhangszahl |G |<1
Wir beweisen mittels vollstéandiger Induktion iber die Anzahl der Knoten.
Induktionsverankerung:
Sei
V|=2
Dann gilt:
der Satz ganz offensichtlich.
Induktionsschritt:
Voraussetzung:
Der Satz gilt fiir jeden Graphen mit weniger als ‘V‘ Knoten.
Dann gilt:
Wenn
G=G,.vereinigeMit(G,| G,.schneideMit|G,|. getKnoten|(). getLength()<1
dann:
Behauptung:
G.istPlanar ()< |G, .istPlanar () A G,.istPlanar ()|
Beweis:

G. iszPlanar()c(Gl.iszPlanar ()JAG,.istPlanar ()| Klar, da planare Graphen

nur Uber einen Knoten miteinander verbunden wieder einen planaren

Graphen bilden.

G.istPlanar ()=|G,.istPlanar ()A Gz.z’stPlanar()) nicht ganz so Klar, steht im

Buch von Diestel.

Behauptung:

G.getCycleSpace () hat eine einfache Zyklen-Basis genau dann, wenn wenn
G,.getCycleSpae() hat eine einfache Zyklen-Basis und
G,.getCydeSpace() hat eine einfache Zyklen-Basis.

Beweis:
Rickrichtung <« :
Es gilt:
. G.getCycleSpae ()=G,. getCycleSmce()+G,. getCycleSmce ()
|G ,. getCycleSpace ()N G,. getCycleSpace())= i)
B, sei einfache Basis fiir G,.getCycleSpae()
B, sei einfache Basis fiir G,.getCycleSpace)
B=B,UB, ist dann Basis fiir G.getCycleSpace()
Hinrichtung = :
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Sei B eine einfache Basis fiir G.getCycleSpace () .
Jede bEB enthdlt entweder ausschlieBlich Kanten von G, oder
ausschlieBlich Kanten von G, .
B, ist einfache Basis fiir G,.getCycleSpae()
B, ist einfache Basis fir G,.getCycleSpacd) .
B=B,UB,
[Grafik]
Sei G.getZusammenhangszahl |G |>1 .
G.istPlanar ()= G.getCycleSpace (). getMenge ). istEinfachBeziiglich (G | :
Sei
G.istPlanar ()
Wir wahlen eine planare Einbettung von G .
Lemma:
In planarem eingebettetem Graphen G mit G.getZusammenhangszahl (G |>1 wird
jede Flache von einem Zyklus begrenzt.
B sei die Menge aller Kantemnegen, die eine Flache in der Einbettung begrenzen.
Behauptung:
B ist einfache Zyklenbasis
Beweis:
B ist einfach, weil jede Kante an maximal 2 Flachen angrenzt.
[...Erklarung an der Tafel...]
Also erzeugt B G.getCycleSpace () .
G.istPlanar ()<= G.getCycleSpace (). getMenge (). istEinfachBeziiglich |G | :
.+ Sei
B={C1 ,Cy,..., C k} eine einfache Basis fir G.getCycleSpace () .
Wahle e€E, G,=V,E\|e]|.
Behauptung:
G,.getCydeSpace() hat eine einfache Basis.
Beweis:
Fall: e liegt in genau einem C;.
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit liegt €¢€C, .
Also {C 5, Cs,...,C k} ist Basis fir G,.getCydeSpace() .
Fall: e liegtin C; und C, (ohne Beschrankung der Allgemeinheit)
Bz={C1+C2, C5,C5,.., Cj} ist Zyklus-Basis fiir G,.getCydeSpace()
[Grafik]
Es verbleibt dann noch der Fall zu zeigen, dass weder K5 noch K;; eine einfache
Zyklen-Basis hat.
Angenommen, K hat eine einfache Zyklen-Basis. Dann gilt:
K. getCycleSpace (). getDimension()=6 |
B=C,,C,,C;,C,,Cs,Cy) .
Sei C,=C,+C,+C,+C,+C,+C, .
Wir wissen, dass in jedem C; mindestens 3 Kanten sein miissen, da es
schlieBlich Zyklen sind. Also V [i€[1,2,3,4,5,6/:(|C,|>3].
Also:
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18< Y

Vi€l1,2,3,4,5,6] )
<2-K.. getEdges().getLength()—‘CO‘
<2:10-|C|

C

i

<20-|C|
|C,y|<20-18
|Co|<2

- Aber ‘C0|?3 ,da C, ein Zyklus ist.
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Datum: 06.09.2004

Zufallsgraphen

Variante

Man wahle 2 Parameter

Anzahl der Knoten N

Anzahl der Kanten m
Dann erzeuge man einfach die Knoten und verbinde wahllos so lange Knoten, bis genau
m kanten existieren.

Variante: Binomial-Modell

Man wahle 2 Parameter
Anzahl der Knoten N
eine Kanten-Existenz-Wahrscheinlichkeit p€/0,1]
Dann betrachte man jede mdgliche Kante und erwiirfele mit Wahrscheinlichkeit p, ob

diese Kante existieren soll.

1
Der Erwartungswert ist M., =P 3

2-N-(N—1),

Eigenschaften

Teilgraphen:
Betrachten wir einen Teilgraphen G des Zufallsgraphen
mit / Knoten
mit k Kanten
Sei n,|l,k| die Anzahl solcher Teilgraphen. Dann gilt fiir den Erwartungswert dieser
Anzahl:

N Ei=1
o P

NNl‘pk

E|ngll, k||~

Zusammenhang Zufallsgraphen-Parameter mit Cluster-Bildung

Ein Cluster ist eine Zusammenhangskomponente im Zufallsgraphen.

Sei
P(s,m| die Wahrscheinlichkeit, dass von einem zuféllig gewahlten Knoten ausgehend
dieser Knoten sich in einem Cluster mit gerade s Knoten befindet, wobei m die Anzahl der
Kanten des Zufallsgraphen ist.

(s,0]= 1 wenns=1

0 sonst
Pls,m+1)-Pls, )——2ﬁps m)+ %_1 —r|
u,,(m)=f:1 s"-Pls,m|| )
uo(m)=§(S°-P(s,m))=1

Il
—

N
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2
3
_|_
=
I
]
NG
3

W. N.szl r=1
2 1 n+1 +1
e D L PRI
2 2
Fir n=1 qilt: ul(m+1)—u1(m)=ﬁ-(pl(m))

[...]
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Datum: 16.06.2004

Definition: Lange einer Kreisbasis

Sei B eine Kreis-Basis eines Graphen.
Dann ist || B/=B.getLinge ()= > (\CU

Y (CeB|
u(B):=max||C|CceB|

Definition: minimale Kreisbasis

B heiBt minimale Kreisbasis, wenn (B minimal ist.

Definition: Matroid

,Der Begriff des Matroiden wurde geschaffen, um tber lineare Unabhangigkeit reden zu
konnen, ohne tiber Vektoren sprechen zu missen.“

Sei

X eine endliche Menge

J S Potenzmenge | X | .
J heidt Matroid genau dann, wenn:
. Bed

Y 1< X|:([I€J)o LheiBtLinearUnabhiingig ()|
VI, e X):V(I,s1,):(1,€T|=(1,€T]
([pe'])/\([pﬂ) , wobei (|[p|:p)/\(|[p+1|:p+1)
El(xelpﬂ):((lpu{xl)eJ)

Die Basis von (X ,J], ist eine maximale unabhangige Menge.

S N

Satz

Alle Basen haben die selbe Anzahl von Elementen (Rang eines Matroiden).

Beweis

Angenommen, B, und B, seien Basen, wobei |Bo‘<|Bl| . Dann EI(AEBl):(|A|:\B|+1),
Aus dem Axiom 5 folgt: J(x€A):((BU|x||€J]. Alsoist B nicht maximal. Also ist B keine
Basis.

Gegeben sei (X ,J). Wir definieren eine Gewichtsfunktion w:X —IR; (die soll die Lange
der Kreise liefern).

Gesucht ist eine Basis mit ©!B ): :vém (w(x ) minimal.

Gegeben sei eine Basis B, und ein Element x.
3l yeB):|[[B\|y]|ulx

=B,

.istLinearUnabhdingig ()
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w|B,|=w|By|+w(x|-wly|
Daraus folgt:
(x

Ist M eine minimale Basis, dann min, 0 min, 0

eM):(w(x =min (w(y))) .Da X, .,

ViyeX]|
vom Gewicht her minimal ist, wollen wir, dass dieses Element Element unserer Basis ist.
Wir entfernen also ein Element aus B, und fiigen x hinzu, und damit erhalten wir B, .
Wir wissen, dass w|B,|<w|B|.
Jetzt wollen wir wieder ein Element aus B, substituieren, sodass B, entsteht, aber am
liebsten w(Bz) <w (B 1) . Dazu suchen wir uns das Kleinste Element (beziiglich der
Gewichtsfunktion), was als Kandidat gelten kann, welches ein Element aus B, ersetzen
kann. Das zu ersetzende Element aus B, darf aber nicht x,,, , sein. Wir wahlen also
das Kkleinste X,;, ; , woftr gilt : {xmm,o, xmin,l}EJ.
Daraus folgt ein Greedy-Algorithmus:
Eingegeben sei:
Gewichtsfunktion w: X =R,
X aufsteigend entsprechen w sortiert,
B=4
Vi xeX]|:
if ((Bu{x})e J ) /* Erstbestes passendes x wird genommen -> gierig */
B=BU x|

Satz

Der Kreis C ist in einer minimalen Kreisbasis M enthalten, wenn
1
C:EB (Ci)
i=1

es keine Kleineren Kreise gibt, die zusammen XOR-Verkniipft den Kreis C ergeben.

-3(C,, Cz,...,C,):(V(z’):(|C,~|<|C\)/\ , also wenn

Beweis

Offensichtlich kann ich die Menge {C Gy, C ,} so wahlen, dass sie selbst linear
unabhangig ist. Wenn sie's nicht sein wiirde, dann kann man aus der Menge einfach ein paar
Kreise entfernen, bis sie's ist.

Sei CeM, M eine minimale Kreisbasis und

c=lc/|

offensichtlich als Linearkombination von C, C,,...,C; darstellen, aber V(i).‘(‘C |>‘C 1|) (also

C ist groBer als alle C;). Das bedeutet, dass M nicht minimal ist, da M \|C| minimaler
ware. Also ist dies ein Widerspruch.

EI(CI,CZ,...,C,): V(i).'(|Ci|<|C|)/\ Dann lasst sich ja C ganz

Sei
G ein ungerichteter Graph.
e=(u,v| eine Kante
x ein Knoten.
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Q... ein nicht kiirzester Weg von x nach u
Q,., ein nicht kiirzester Weg von x nach v

A~

P, . ein kiirzester Weg von x nach u

u,x

P, . ein kiirzester Weg von x nach v

v, X
(Qu,xea{ejeapv,x ® Pu,xEB{eJ‘EBQv,x @

C P, .@loP, |=

[,]
Qu,x@leJEBQv,x

Bloderweise sind die kiirzesten Wege nicht eindeutig. Wir konnen diese aber vereindeutlichen,
indem jeder Weg auf seine Lange einfach eine eindeutige ganz kleine Zahl hinzuaddiert
bekommt.

[...verpasst...]

Algorithmus fiir minimale Kreisbasen nach Horton

(1987)
,uUngllcklicherweise funktioniert er nicht.
L=g
Y e€G.getEdges()):
VI(xeV]:
C..=P, ®P, ol
L=LulC, |
sort|L,w)

Definition: Vereinigung der minimalen Kreisbasen

Sei
G ein ungerichteter Graph.
Basen die Menge aller Kreisbasen dieses Graphen.

Dann heif3t RZV\ngasem 1B Vereinigung der minimalen Kreisbasen oder Menge der

relevanten Kreise.
Es gilt: V (CE€G.getKreise()): (CER)‘I’_‘E'(CpCz,---,C,):(C=

i

)

i=1

Fiir manche Graphen steigt |R| exponentiell mit der Anzahl der Knoten.

Satz

Sei
C,€ER
Dann gilt:

Beweis

Angenommen M ist
M,=[C|lceM|rlecC)
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M,=C|lceM|AlegC]

M':(Ml\@ ucC, M |<|M|
eM

S (e sei die Menge der kiirzesten Kreise durch die Kante e
S o= U |SleJ|]<R
Ve

super

Anwendung: Smallest set of shortest rings

In der Chemie lassen sich Strukturformeln schlecht effizient suchen. Um dies zu verbessern
kann man eine Strukturformel nach der Anzahl der Kreise der Lange k in einer minimalen
Kreisbasis charakterisieren.

Anwendung: metabolische Netzwerke
Fiir die Inzidenz-Matrix H, , gilt: VZM; (H x,e'Ce):O
Chemische Reaktionen haben im Allgemeinen diese Form:
n-X,+n, X,+n,; X,+..-om-Y +m,Y,+m,-Y,
2-H+1-0-1-H,0
2-H,+0,-2H,0
p:2-H,0-2-H,—0, (hierbei ist die ,, 2 “ vor ,, H,0 “ der so genannte ,stéchiometrische
Koeffizient*)
e=2(1,es, |

Y (o]
¢=S-J,wobei J ein Flussvektor ist.
In einem stationaren Metabolismus gilt: 0=S-J.

Elementare Flussmoden

1. S =0

2. Vp|:(7,>0]

3. ﬁEI(Flussmode Jl):EI(Flussmode J2):EI(2\1>O):EI(2\2>O):(J=?\]OJ1+A2-J2
Im Fall von Graphen: Elementare, gerichtete Kreise.

Flussmoden, die elementare Flussmoden sind, entsprechen im wesentlichen den , metabolic
pathways“.

Produkte von Graphen

Definition: mittlerer Knotengrad

Sei
G=|V,E| ein Graph.

- 2:E
Dann heiBt G.getAverageVertexDegree <>:d:|TV|‘ mittlerer Knotengrad des Graphen G
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Definition: kartesisches Produkt
Sei

GOZ(VO, EO) ein Graph,

G1=(V], El) ein Graph.
Dann sei:

V=V, XV,

E:{((xo,xl), (J/O’yl))

(xo=y0lAllx1 2 B,V 31, = A 0. ol Bl

Eigenschaften
VI=[Vol |V
|EI=[Eo|[V[+E V|
- mittlerer Knotengrad:
2{E,|

|
_2{|EL|VAHE V]
- ‘V0|'|V1|
BV HE |V
Vil V|
B |VA] B[V

=2.

\VOHV1| ‘V0|'|V1|
L [1Ed I

Vel V]
2|EO|+2\E1\

Vol [V
=d,+d,

Satz
Fiir die Abstande im Graphen gilt: ¥V |xe VO):V(yEVl):(d((x,y))zd(x)+d(y)) .
Behauptung: d((xl,yl),(xg,yz))zd(xl,x2)+d(x1,yz)
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Datum: 30.06.2004, 11:15 Uhr
gehalten von Peter Stadler

Sequenzdesign, Graphen und alles, was damit zu tun hat

RNA-Sekundarstruktur

Was ist eine RNA-Sekundarstruktur aus Graphen-Sicht?

1. G ist ein aufspannender Pfad (Hamiltonscher Kreis, wenn wir Anfang und Ende uns als
verbunden denken)

2. G ist auBerplanar

3. V|x€G.getKnoten()|:|deg (x)<1]: der Graph ist sub-kubisch

4. G ist dreiecksfrei

Beispiel
[Foto]

Definition: auBerplanar

Ein Graph heil3t auBerplanar genau dann, dass es eine plannare Einbettung des Graphen
gibt, sodass alle Knoten auBBen sind und alle Kanten zwischen den &uBBeren Knoten am Rand
oder innen (aber nicht aulBen) verlaufen.

Satz

Ein Graph ist genau dann auBerplanar, wenn er keinen Teilgraph hat, der ein , geplatteter
Tetraeder” ist.

Definition: dreiecksfrei

Ein Graph heil3t dreiecksfrei genau dann, wenn er keinen Teilgraph hat, welcher ein Dreieck
ist.

Definition: 2-zusammenhangend

Ein Graph heifdt 2-zusammenhéngend genau dann, wenn es fiir jedes Paar von Knoten
einen elementaren Kreis (also einen, der sich nicht in kleinere Kreise aufteilen lasst) gibt, der
diese beiden Knoten enthalt.

Satz
Sei
- G
G.istAuferplanar () und
G.ist2zusammenhdngend ()
Dann gilt:

Die minimale Kreisbasis des Graphen ist eindeutig und gleich der ,planaren® Basis.

Beispiel

[Grafik]
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Definition: Farbung
Sei
G=|V,E| ein Graph.
M eine endliche Menge.
c:V-M
Dann heif3t die Abbildung ¢ Farbung.

Definition: Farbe
Sei zudem a€A . Dann heiBt a Farbe der Farbung ¢ des Graphen G .

Beispiel

Eine RNA-Sekundarstruktur, wobei jeder Knoten eine Basen A ,U,G,C ist.

M=|A,U,G,C|

[Grafik]

,Wir nehmen den linken Graph G, und reiBen ihm einfach das Backbone aus. Dann
erhalten wir den rechten Graphen G, .“

Fiir den Graphen G, gilt: V(xeGl.getKnoten()): (Gl. gelDegreeFor(xiSl) ,

Wenn wir nun die einzelnen Knoten numerieren, und alle Basenpaare in die Menge B packt,
dann bildet (V,0<(, B eine Art Ordnung.

i, jleBIAalk,1le B||=li<j<k<l|V|i<k<I< j|V...Rollenvertauschung von i mit j, k mit I...|

[...viel erzahlt, wenig verstanden...]

Zwei Basenpaare sind genau dann nicht vergleichbar (die ,,Dinger” (Bogen der Basenpaare
im Beispiel) tiberkreuzen sich), wenn (B ,d<, D) keine Halbordnung bildet.

Definition: co-Vergleichbarkeitsgraph

Sei
G ein Graph.
B die Menge der Basenpaare im B
<, eine Halbordnung tiber diesen Basenpaaren.
(B, <, die entsprechende algebraische Struktur,
Dann ist I|G|=G.getCoVergleichbarkeitsGraph()=|B, U] , wobei

(Hi,j},{k,lHEU)@({i,j] und k1| nicht vergleichbar in EI<OEI)

Satz

Der co-Vergleichbarkeitsgraph von G ist genau dann bipartit, wenn G planar ,wie unten®
(also als Summe von aulBerplanaren Graphen) zwei zeichenbar ist.

Satz

Sei G ein Graph. Der Graph G ist bipartit genau dann, wenn alle seine Kreise gerade Lénge
haben.
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Bemerkung

Warum? Naja, man geht einfach die Kreise entlang und markiert den ersten Knoten rot, den
zweiten Knoten griin, den dritten Knoten rot, usw...

Definition: Buchdicke

Wenn ein Graph nicht vollstandig auBerplanar ist, braucht man vielleicht mehrere Ebenen, in
den man ihn einbetten kann, wobei alle Ebenen sich in einer Gerade schneiden. Diese
Gerade enthalt einen Teilgraphen, der alle Kanten enthélt. Die einzelnen Ebenen sind dann
eine planare Einbettung eines Teilgraphen, und zwar eine aulBerplanare. Diese vielen Ebenen
kann man sich als Buch vorstellen. Die Buchdicke eines Graphen ist dann die Anzahl der
Seiten, die ein solches Buch mindestens haben muss, damit in jeder Ebene der jeweilige
Teilgraph auBerplanar ist.

Definition: erlaubte Farbung
Sei
|V ,0<0, B] gegeben. |
Dann ist fiir ein Basenpaar (x, ¥| nur folgende Farbung erlaubt:

lclx],clyllellG,cl,lc,6)la,Ul,lU,AllG,Ul,IU, G
Theorem
(von Christian Reidys, St.)
Fiir alle Paare (V,0<0,B’), [V,0d<0,B'’| existiert eine gemeinsame erlaubte Farbung.
Beweis

Betrachten wir [V ,00<, B'UB"’| und den dazugehdorigen Graphen G=(V,B'UB''|. Da
gilt: V(xeV|:|G.getDegreeFor|(x|< 2) .
Der Graph ist dann eine disjunkte Vereinigung von
isolierten Knoten G.getDegreeFor [x|=0
diese lassen sich beliebig farben
Pfaden
diese lassen sich legal farben
Kreisen
Die Kanten entlang der Kreise alternieren in der Hinsicht, dass sie aus
unterschiedlichen urspriinglichen Graphen stammen.
Weil die Kanten alternieren, sind die Kreise immer gerader Lange.
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Datum: 30.06.2004, 15:15 Uhr
gehalten von Axel Mosig

Sei w=w;w, ...-W, eine gemeinsame Teilsequenz (Teilfolge) von sowohl x als auch y . Eine
Folge w ist Teilsequenz von x dann, wenn man Buchstaben beliebig aus x so entfernen
kann, dass w entsteht. Eine Elementare Teilsequenz von sowohl x als auch y (also eine
Teilsequenz der Lange 1), kann durch ein Paar (i, j| dargestellt werden, wobei i der Index
des Zeichens in x und Jj der Index des Zeichens in y ist. Diese einzelnen Paare bilden nun
eine partielle Ordnung [Grafik] bezlglich ihrer Reihenfolge in x bzw. y .

Eine allgemeine Teilsequenz kann also durch eine Folge von Paaren
((il,jl),(iz,jz),---,(i,,jl)) dargestellt werden, wobei (l'l,j1)<(i2,j2)<...<(i1,j,) ailt.

Eine Aufsteigende Folge in einer partiellen Ordnung nennt man Kette.

Mengen von paarweise nicht vergleichbaren Elementen nennt man Antiketten.

Satz

Die maximale Lange p einer Kette CSM ist gleich der maimalen Kardinalitat ¢ einer
Menge von paarweise disjunkten Antiketten A,,A,....,A, welche M partitionieren, das
heiBt: M=A,UA,U...UA, .

Beweis

Zu jedem cE€M definieren wir rank|c| als die Lange der langsten Kette, die in ¢ endet.
Sei
CEM,
c'eM
c'#c,
rank |c|=rank|(c’) .
Dann gilt:
¢ und c¢' sind miteinander nicht vergleichbar.
Wir definieren nun V(iE({l,p}ﬂlN)):(A;”m .'={c|(ceM)/\(rank(c)=iH~) :
Dann gilt: M=A"UA"U...UAD".
Bleibt zu zeigen, dass p=>t:
Zu jedem a€A " mit i>1 existiert ein a'€A’ mit a'<a.Man konstruiere also aus
A AN AT eine Kette der Lange .

Satz von Dilworth

Es sei M partielle geordnete endliche Menge M . Die minimale Anzahl disjunkter Ketten, die
M partitiionieren, ist gleich der Kardinalitat der groBtem Antikette.

Beweis

R. Stanley: ,,Enumerative Combinatoric*

Berechnung von maximalen Ketten und Antiketten

Gegeben sei (M, EHD) .
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Man konstruiere den gerichteten Vergleichbarkeitsgraphen G( M 3@):(‘/; E| mit:
V=M,
E={(v, w)|v <W}
Ketten in M entsprechen Pfaden in G| M,0<0) -
Das hei3t: Berechnen einer Kette maximale Lange entspricht dem Berechnen eines langsten
Weges in G| m,0<0) - Dies geht gut mit dynamischer Programmierung:
Fir den dynamischen-Programmierungs-Algorithmus benétigen wir 2 Definitionen:
VI wc V):(N(W).'={v|(veV)AEI(w€W).'((W, v)EEH)
Y ve V):(P(v):={w’(w€V)/\((w, v)eE)])
Algorithmus MaxChain (M I ES EI)
Berechne G|y, ..
W :=Menge aller minimalen Elemente
while|W # M| :
Wahle ve[N (W |nlv\w ]

clv]:=max| c(wl|lweP(v)|]+1

W:=Wulv|
Laufzeit:
ollv]-s+ El|
Bemerkung

Der langste Pfad, den wir berechnet haben, liefert
eine maximale Clique im Vergleichbarkeitsgraphen.
eine Farbung im Vergleichbarkeitsgraph.
Daraus folgt:
Im Vergleichbarkeitsgraphen ist die Farbbarkeitszahl gleich der Cliquen-Zahl.
Dies fiihrt auf perfekte Graphen.
Siehe: M.C.Golumbic: ,,Algorithmic Graph Theory and Perfect Graphs*
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Datum: 14.07.2004 (11:15 Uhr)

[nicht anwesend gewesen, moglicherweise aber Uta Schulze, Madlen Hartmann, Marcel
Kretzschmann, Armin Vollmer]
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Datum: 14.07.2004 (15:15 Uhr)

[nur Vortrage von anderen, keine Mitschriften]
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Datum: 2006.04.13:11.21

Graphentheorie

Einordnung der Vorlesung

Graphentheorie gehort zu den diskreten Theorien

Hier soll Wert gelegt werden auf strukturelle Eigenschaften von Graphen, weniger auf
algorithmische Aspekte der Graphentheorie. ,Die Vorlesung soll also keine abartige
Algorithmen-Vorlesung sein.“

Anwendungen

metabolische Netzwerke
chemische Reaktion

Definition: gerichteter Graph

Sei
-V eine Menge von Knoten

Ec|[VXV]| eine Menge von Kanten tiber V
Dann heif3t:

G=|V,E| gerichteter Graph.
Definition: einfacher gerichteter Graph
Sei

G=|V,E| ein gerichteter Graph,

Y (xeV): (—\ ((x ,X|EE )) (Es gibt keine Schlingen von einem Knoten in sich selbst).
Dann heif3t:

G einfacher gerichteter Graph.
Definition: Kante
Sei

G=|V,E| ein Graph

ecE
Dann heif3t:

e Kante.

Schreibweise

Sei
. G=|V,E| ein gerichteter Graph
eCE
e=[x,y| eine gerichtete Kante (also eine Kante eines gerichteten Graphen).

Dann bedeutet die Schreibweise x— y, dass eine Kante von Knoten x nach Knoten y
(implizit in der Kantenmenge E des Graphen G ) existiert.
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Definition: Knoten-Labelfunktion

Sei
G=|V,E| ein Graph
Labels eine Menge (von Labels)
Ay:V — Labels
Dann heit
Ay Knoten-Labelfunktion.
Definition: Kanten-Labelfunktion
Sei
G=|V,E| ein Graph
Labels eine Menge (von Labels)
A, E— Labels
Dann hei3t
Ay Kanten-Labelfunktion.
Definition: Graphen-Unrichten
Sei
Go=(V . B, ein gerichteter Graph,
G,=Vy. E, ein ungerichtere Graph,
YV (xeV,:V|ye Vo).'(([x,y}eEl)a»(((x,y)eEo)\/((y, x)EEO)))
Dann gilt:

G, ist das Ergebnis der Methode ,,Graphen-Unrichten“ angewendet auf G, .

Definition: Multigraph

Sei

-V eine Menge (von Knoten),

E eine Menge (von Kanten),

Tha- £V eine Funktion, die zu jeder Kante ihren Start-Knoten zuordnet,
T.-E—V eine Funktion, die zu jeder Kante ihren End-Knoten zuordnet.

Dann hei@t:

G :( 4 ’ E > Thead » T tail Multigraph

Definition: Multigraph zur Graph

Sei

G =(V v E T hoad» T ] €in Multigraph
Einen Multigraphen kann man in einen normalen Graphen tbersetzen, indem man jede
Kante e€E mit e.getHead ()=x und e.getTail()=z eines Multigraphen ersetzt durch zwei
Kanten €,, €, mit e,.getHead()=x und e,.getTail()=y, und e,.getHead()=y, und
el.geZTail()=Z, wobei Y, ein neuer Knoten (in der Mitte von e) ist, der nur fir die
ehemalige Kante e existiert.

Definition: Hypergraph
Ein Hypergraph ist ein Graph, bei dem der Kopf einer Hyperkante eine Knotenmenge (statt
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genau ein Knoten) ist und der Schwanz einer Hyperkante eine Knotenmenge (statt genau ein
Knoten) ist.

Beispiel
Eine chemische Reaktion A+2B—-2E+F+G lasst sich durch eine Hyperkante
hz({A, B}, {E F, GH darstellen.

Dies missen wir noch verkomplizieren durch Gewichte, die Gewichtsfunktionen
Wieaa V X Hyperkante — Gewichtswerte . w,,;: V X Hyperkante— Gewichtswerte liefern:

Wl A BI=1
W pooa! B 1| =2
W peaal E 1| =0
W, F» h|=0
Whead(GJh =0
Wtail(AJh =0
Wmﬂ(B,h)IO
w, | E, h|=2
w .| F hl=1
w, |G, h|=1

Eine natiirliche Erweiterung der Graphentheorie auf mehr-als-zwei-stellige Relationen (etwa
ECVXVXV) ist Peter F. Stadler nicht bekannt. ,Da hatte ich mehr dariiber stolpern
miissen, wenn es da etwas gabe, weil ich mich mit Relationensystemen beschaftige. “

wesentliche Konzepte

Definition: Pfad

Sei
G=|V,E| ein Graph.
P=[Xy.€,,X,, €5, Xy, ..., X,_;,€,,X,| mit
Vi]:|x,€V| sowie Vli|:(e,€E|
V(iE(INﬂ}O,nU):V(jE(IN ﬁ]O,nU):((xizxj):(izj)) (Jeder innerer Knoten kommt
im Pfad nur einmal vor, aber Kreise (Anfangs- und Endknoten sind gleich) sind zulassig.)
Dann heif3t:
p Pfad (von X, nach X, bezuglich G).

Bemerkung
Fir jeden Pfad gilt, dass er ein Weg ist.
Definition: Weg
Sei
G=|V, E| ein Graph.
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P=(xg.e, X, €5, X, X,_ 1, €, X, mit
V(i):(xlEV) sowie V( ) elEE)
‘v’(el-):‘v’(ej).'((eizej)z(izj)) (Jede Kante kommt im Weg nur einmal vor.)
Dann heif3t:
p Weg (von X, nach X, bezlglich G).

Bemerkung

Fir jeden Weg dilt, dass er ein Trail ist.

Definition: Trail
Sei
G=|V, E| ein Graph.
pP=|xp.€,, X, €5, %y, X, 1, €,,X,| mit
V(i):(xlEV) sowie V( ).(elEE)
Dann heif3t:
p Trail (von X, nach X, bezlglich G).
Bemerkung

Fir einen Trail gibt es keine Einschréankung, dass Knoten oder Kanten nicht doppelt
vorkommen diirfen.

Schreibweise

Einen Trail p=(x0,el,x1,e2,x2,...,xn_1,en,xn) (sowie seine Spezialfalle Wege und Pfade)

kann man auch als Kantenzug pe:(el,ez,---,en (kiirzer) schreiben, denn die Kanten

implizieren die Knoten zwischen den Kanten.

Definition: Teilgraph

Sei
G0=(V0, EO) ein Graph,
G1=(V1 , El) ein Graph.
Dann gilt:

|G, .istTeilgraphVon|G,||= [V, SV |A|E,SE AV, S(E X E,||

(V,,E,| ist Graph

Schreibweise

(Gl.istTeilgraphVon(GO))a»((VI,EI)EG(VO,EO))

Definition: induzierter Teilgraph
Sei
G,=|V, 0) ein Graph,
G,=|V,,E, ein Graph.
W <V, eine Knotenmenge
V(xeW|: Y yeW]: (((x,y)EEo)ﬁ((X,y)EEl)): Jede Kante aus G;, deren
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Endknoten zu W gehéren, gehért auch zu G,
Dann gilt:
G, heiBt der durch W auf G, induzierte Teilgraph.

Definition: Kreis

Sei
G=|V,E| ein Graph,
pz(xo,el,xl,ez,xz,...,x e, X,

n—1°"n’

ein Pfad bezlglich G,

Xo=X,.
Dann gilt:

p heiB3t Kreis beztiglich G .
Definition: verallgemeinerter Kreis
Sei

G,=(V . E,| ein Graph,
G,=|V,,E,) ein Teilgraph von G,.
G, lasst sich zerlegen in Teilgraphen, die nur aus genau einem Kreis bestehen, wobei die
Vereinigung aller Teilgraphen wieder G, ergibt.
Dann gilt:
G, heiBt verallgemeinerter Kreis.

Definition: spannender Wald
Sei

G1=(V1 ,E\| ein Graph,

-3(p€G,. getPfade()): | p.istKreis()|
Dann gilt:

G, heiBt spannender Wald.

Definition: spannender Wald
Sei
G,=(V . E,| ein Graph,
G1:( Vi, El) ein Teilgraph von G, .

Vl :VO 9

G, .istSpannenderWild () .
Dann gilt:

G, hei3t spannender Wald von G, .
Definition: zusammenhangend
Sei

G=|V,E| ein Graph.

Dann gilt:

G .istZusammenhdngend () <
YV (xeV|:V|yeV|:3| peG.getPfade()):
|| p.getStartVertex ()= x|A| p.getEndVertex ()= y))
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Definition: spannender Baum
Sei
G, Z( V., El) ein spannender Wald,
G,.istZusammethdngend () .
Dann gilt:
G, heiBt spannender Baum.

Definition: spannender Baum
Sei

Q
Il

0=|V4, E,| ein Graph,
l:(vl, )| ein spannender Wald von G,

Dann gilt
G, he1Bt spannender Baum von G .

Q

Satz

\v/ (GOE Graphen ) :3(G,E€G,. getTeilgraphen ()) : (G1 .istSpannenderBaumVon ( GO))
Fir jeden Graph gibt es mindestens einen spannenden Baum.

Definition: kreisfrei
Sei
G=|V,E| ein Graph,
Dann gilt:
G.istKreisfrei ()= ¥ | peG.getPfade()|: |~ p.istKreis ()|
Definition: Baum
Sei
G=|V, E| ein Graph,
Dann gilt:

G.istBaum ()< G.istKreisfrei( ) .

Satz
\v4 (Goe Graphen ) o3 ( G,€G,. getTeilgraphen ()) : (Gl .istSpannenderBaumVon ( GO))

Fir jeden Graph, der ein Baum ist, gibt es genau einen spannenden Baum. Dieser spannende
Baum ist der betrachtete Graph selbst.
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Datum: 20.04.2006

Wir beschaftigen uns heute damit, wie wir Graphen als Matrizen darstellen kénnen.

Definition: Adjazenz-Matrix
Sei
G=|V, E| ein ungerichteter Graph
[ |
A: VXV -0l mit V(xeV]|:V(yeV]: Ax)yz{l X, Y€k
0 sonst
Dann gilt:
A heil3t Adjazenz-Matrix von G .
Definition: Inzidenz-Matrix
Sei
G=|V, E| ein ungerichteter Graph
H:VXE—|0,1 mit V(xeV|:V|ecE|:|H, ez[l xee
|0 sonst

Dann gilt:
H hei3t Inzidenz-Matrix von G .

Bemerkung

Man kann eine Inzidenz-Matrix auch umgekehrt als H : EXV —|0,1] definieren. Dann lassen
sich aber charakteristische Vektoren nicht als Spaltenvektoren anmultiplizieren, sondern nur
als Zeilenvektoren, und ,,das fiihrt bei mir zu Kopfweh*.

Definition: charakteristischer Vektor
Sei

G=|V, E| ein ungerichteter Graph,

FCE

X7 E-[0,1] mit Ve€E): sz[l eck

0 sonst

Dann gilt:

X" heiBt charakteristischer Vektor fiir F beziiglich G .
Definition: Transposition
Sei

H:VXE—0,1] eine Inzidenz-Matrix.
H*:ExV-[0,1] mit V(xeV|:V(e€E|:(H", =H,,

Dann gilt:
H" ist die transponierte Matrix von H .

Definition: Multiplikation
Sei
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A: XXY-W

B:YXZ-W
C-XXZoW mit VIx€X|:V(zeZ]: CX,Z:VZ \(Ax,y-By,Z)
lyey)
Dann gilt:
C=A-B

Bemerkung: Multiplikation von Inzidenz-Matrizen mit der eigenen transponierten

Sei
H:VXE—|0,1] eine Inzidenz-Matrix.
H*:EXV—0,1] die transponierte Maatrix von H.
Dann gilt:
V(erﬁJ:V(yev):((H-H+)x,y= > |H H =3 (H oH

VY (e€E) Vle€E)

el

H-H|, =i
VixeV|:ViyeVv]:i

&

é
{1 xe€e =deg(x)

0 sonst

e
{1 wenn|x, y|=e

2

YV (x€E|

X F
Y 0 sonst

A

X,y

1 {x,y}EE:
0 sonst

Definition: Inzidenz-Matrix

Sei
G=|V, E| ein gerichteter Graph ohne Schlingen.

_ +1 x=e.getHead ()
H:VXE— —1,0,1 mit V(xeV|:V|e€E|:|H, ,={—-1 x=e.getTail()
0 sonst

Definition:

Sei
G=|V, E| ein gerichteter Graph

Arnserieheet ,=Anzahl der Kanten in G zwischen x und y ohne Beriicksichtigung der Richtung
Satz
ungerichtet __ 4 ungerichtet
Ax,y - Ay X
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(HH )xy_ Z (I_{»er+e,y: Z (ﬁx,eHye
VecE| VlecE|
. 1 xee
=Y V;E( 0 sonst
(ﬁﬁ+) _ .':deg(xb:deginix}+degout4\x}

—1 wenn (ez(x,y))\/(€=(y,x))

XF*Yy
0 sonst

:_Amgg”c”mx,),-+6Xvy'de‘g‘:x“
+ X=y Z ((ﬁx e 2)

H-H )x,y: V(e€E]| '

x#y [..nie an die Tafel geschrieben...]

H-H'=—A+diag|deg]

deg|x,| 0 0
mit diag.'{V.'X—>YI—>{m:X><X—>Y} mit diag(deg): 0 deg(xl)
0 0 deg|x,_,|

Definition: Laplace-Matrix eines Graphen
H-H =diag|deg|— A=:L

Eigenschaft: Symmetrie

L, =L,,

Satz

Yiyev):| D] \L,,|=— > (A, )+ > (6X,y-deg(x))=0

V(xeV]| ‘z’ﬂer] B ‘Ser\ -

=deg|y) =degly)

weil
( |

Z (Ax y)= Z [1 wenn |x, y Sk =# Kanten, die y enthalten =deg|y|

viev) 7 vixev (|0 sonst

Satz

Aus obigem Satz und der Symmetrie folgt:

Vi(xev): > (Lx,y)zo)
YV (yeV|
Satz
Aus V(XEV):(V;V(LXJ):O sowie V(J’EV)-'(V;V(LJW):O folgt:
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Satze

Da 0=0-1 gilt, gilt auch: L-1=0-1. Damit gilt: 0€ L.getEigenwerte() (denn fir jeden
Eigenwert A einer Matrix A gilt: A-x=A-x). Damit gilt: det(L). Damit gilt:
- L.istInvertierbar () . Damit gilt: Lineare Gleichungssysteme der Form L:-A=B haben keine
eindeutige Losung.

Satz
)+

Fir jede Matrix A und jeden Spaltenvektor x gilt: (A-x| =x"-A".

Satz

Da furr Eigenwerte gilt: A-x=A-x , gilt auch:
x"A-x=x"A-x=A-x"-x=A-|x|]*, wobei [|x|| die Norm des Vektors x ist.
x"Ax

|’
Gilt ||x][=1 (istalso x normiert), so gilt sogar A=x"-A-x.

Damit gilt: A=

Satz

Angenommen, dass x normierter Eigenvektor von L ist. Dann gilt:

2

nmxLoxmx e a bl a0 g
=h =k

Die Eigenwerte von dieser Laplace-Matrix L sind alle nichtnegativ (also echt positiv, wenn

man den Eigenwert 0 ausnimmt).

Was niitzt uns der Laplace-Operator? Uber die Definition H-H *=diag|deg|— A=:L haben
wir in der Hauptdiagonale den Grad der einzelnen Knoten, auBerhalb der Hauptdiagonale
haben wir die Adjazenzmatrix. Da die Adjazenzmatrix eindeutig fiir einen Graphen ist, ist
auch der Laplace-Operator eindeutig. Wir hoffen, tber algebraische Eigenschaften des
Laplace-Operators auf geometrische Eigenschaften des Graphen schlieBen zu kénnen.

Wir  zeigen nun den Zusammenhang zwischen Laplace-Operator und
Zusammenhangseigenschaften des reprasentierten Graphen.

Wieviele Eigenvektoren gibt es zum Eigenwert 0 bei der Laplace-Matrix
eines Graphen?

Definition: Kern
Sei

L eine Matrix
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Dann gilt:
ker|L)=L.getKern()=|x|L-x=0] .

Es stellt sich die Frage: Wie grof3 ist dim(ker(L)) ? Wir wissen 1€ L.getKern() . Damit enthalt
L.getKern() mindestens einen nichttrivialen Vektor (also einen anderen Vektor als 0 ). Damit
gilt L.getKern().getDimension()>1 .

Wir werden zeigen, dass ein Graph G genau dann zusamenhangend ist, wenn
G.getLaplaceMatrix (). getKern( ). getDimension ()=1

Definition: Zusammenhangskomponente
Zusammenhangskomponenten sind maximale zusammenhangende Teilgraphen. Fir die
Teilgraphen-Knotenmengen C,, C,, ..., C; dilt:

U (C,)=V

V(i)

Viil:V(jl:(([cne =8 )= li= ]|

Satz: Zusammenhang zwischen Laplace-Matrizen von Mehrkomponenten-
Graphen
L 0 O
L=concat|| 0 L, O||, wobei L; jeweils die Laplace-Matrix der Kkleineren
0 0 L,
Zusammenhangskomponente 7 ist und 0 hier fur mit Nullen gefiillten Matritzen steht.
L, 0 0 O
L
Allgemein gilt: L=concat 0 L, 00
O 0 - 0
0O 0 0 L,
L, 0 0
L-1,=concat L, -concat||1;||=concat||L;-1,[|=0
L, 0 0

Literatur

http://cip.uni-trier.de/lange/semna/spektralanalyse-ausarbeitung.pdf
http://citeseer.ifi.unizh.ch/mohar97some.html
Bojan Mohar: ,,...“
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Datum: 27.04.2006

[...20 Minuten zu spét...]
[...heute nicht gehalten von Peter F. Stadler...]

Chemische Reaktionsnetzwerke

Eine chemische Reaktion besteht aus mehreren Produkten, mehreren Edukten, die auch noch
gewichtet sind.

Beispiele
2Ag+15—-1Ag,S
Edukte Produkte
4Fe+30,—2Fe,0,
C,H.OH+0,-HC,H,0,+H,0
T Alkohol Essig

Eine verallgemeinerte chemische Reaktion lasst sich so darstellen:

Vi

aA+cC - eE+hH

Jede chemische Reaktion mit m Edukten und n Produkten lasst sich durch eine
stochiometrische Matrix der GroBe m times n darstellen.

Wenn die chemischen Stoffe Knotenpunkte eines Graphen darstellen sollen, dann sind
normale Kanten nicht die geeignete Darstellung fiir chemische Reaktionen. Viel geeigneter
sind Hyperkanten.

Beispiel

Wir haben zwei chemische Reaktionen 7, 7,, die gleichzeitig ablaufen kénnen. Dies wollen
wir in einem chemischen Reaktionsnetzwerk darstellen.
in standard-Notation
r: A+BSD
r: CS5D+E
als Hypergraph:

als bipartiter Graph

[...Foto...]

Jeden Hypergraphen kann man als bipartiten Graphen darstellen
als stochiometrische Matrix:

Stoff |\ r; |12
A -1/ 0
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Stoff|\r; |12
B -11 0
C 0l-1
D 1] 1
E 0/ 1
-1 0
-1 0
« also S= 0 -1
1 1
0 1

Fo k- A.getConcentration () B.getConcentration ()
k- C.getConcentration()

Wir berechnen nun die einzelnen Konzentrationsanderungsgeschwindigkeiten nach der

Formel 4X.getConcentration() _ §.7
dt
d A.getCondctentration( ) =—k,- A.getConcentration( ) B.getConcentration ()
. d B,getCon;entration U =—k,- A.getConcentration () B.getConcentration()
. d C.getCon;entration( ) =—k, C.getConcentration ()
d D.getCor;ctentration 0 =+k,- A.getConcentration( ) B.getConcentration () + k,- C.getConcentration )
. d C.getCondctentmtion( ) =+k, C.getConcentration ()

Wenn man biochemische Netzwerke unterschiedlicher Organismen nimmt, dann kann man
ein bestimmtes Teilnetzwerk (z.B. den Citrat-Zyklus) nehmen und schauen, wie dieses in
verschiedenen Organismen ,implementiert” ist. Die Teilnetzwerke der unterschiedlichen
Organismen kann man Vergleichen (z.B. indem man die symmetrische Differenz (XOR)
nimmt) und je nach der relativen GroBBe der symmetrischen Differenz kann man Abstande
zwischen Organismen berechnen. Daraus kann man wieder Verwandschaftsinformationen
und -entfernungen berechnen.
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Eigenschaften von stochiometrischen Matrizen
Balancierung von Atom-Anzahlen

Beispiel

Betrachtenn wir diese Reaktion:
Glucose + Adenosintriphosphat — Glucosebphosphat + Adenosindiphosphat

Wir wollen wissen, ob eine solche Reaktion tiberhaupt Sinn haben kann.

Eine Tabelle, die darstellt, welcher Stoff aus jeweils wieviel Atomen besteht. (Die konkreten
Zahlen sind hier aber nicht garantiert.)

Atom | Glucose | ATP | G6P | ADP
C 6| 10 6 10
H 12| 13 11 13
O 6| 13 9 10
P 0 3 1 2
N 0 0
6 10 6 10
12 13 11 13
also D=6 13 9 10
o 3 1 2
0O 5 0 5
Diese Matrix D kdénnen wir mit einer stochiometrischen Matrix S fir die Reaktion
multiplizieren:
Stoff | Gewicht
Glucose -1
ATP -1
Go6P 1
ADP 1
—1
also S= _11
1

damit gilt: D-S=| 0

Sinn macht. Hier macht die Reaktion keinen Sinn. Offensichtlich ist der Wasserstoff-Anteil

0
—1

0
0

. Dieser Vektor muss aber ein Null-Vektor sein, damit diese Reaktion
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nicht ausgeglichen. Also miissen wir Wasserstoff hier berticksichtigen:
Glucose + Adenosintriphosphat — Glucosebphosphat + Adenosindiphosphat + H

Balancierung von Ladungs-Anzahlen

Beispiel

Betrachten wir die chemische Reaktion 20, +2H " — H,0,+ 0,

Hier ist die Tabelle E wie folgt aufgebaut:

0, H H;0; O:

e’ -1 1 0 0
Hier ist die stochiometrische Matrix S wie folgt aufgebaut:

Stoff | Gewicht
(o} -1
H -1
H202 1
0, 1
E=[-1 1 0 0
—1
—1
5=
1
E-S=(0]

Die Ladung ist hier also ausgeglichen.

lineare Abbildung zwischen Raumen durch stochiometrische Matrix

d x.getConcentration ()
dt
Konzentrationsanderungsgeschwindigkeitsraum. Wir koénnen annehmen, dass sich ein
Organismus (zum Beispiel eine Zelle) im Gleichgewicht findet. das heifdt, dass die sich die
Konzentrationen der einzelnen Stoffe nicht andert, also es gilt:

d x.getConcentration|)

dt
Léungsmenge aller passenden Vektoren J ergibt gerade die Menge aller méglichen Zustande
(steady states), bei denen sich in der Zelle keine Konzentration mehr andert. Dies ist der Null-
d x.getConcentration()

dt
reprasentiert gerade eine Reaktions-Fluss-Konfiguration, also eine Zuordnung von
chemischen Reaktionen zu ihrer jeweiligen Intensitat bzw. Reaktionsgeschwindigkeit (z.B. in

mol/s).

Die Gleichung =S-J verbindet den Reaktionsraum mit dem

=S-7=0. Diese Gleichung kénnen wir nach J auflésen. Die

Raum der linearen Gleichung =S-J. Ein solcher Vektor J

Setzt man einen Organismus unter Stress (stellt man zum Beispiel die Nahrungszufuhr ab), so
andern sich die Reaktionsgeschwindigkeiten und schlieBlich die Konzentrationen der
einzelnen Stoffe. Diese kann man unter Umstanden (nachdem sich der Organismus an den
Stress angepasst hat, er sich also in einem Steady-State befindet) messen und aufgrund der
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Messungen die Menge der mdglichen Steady-State-Punkte stark einschranken und letztendlich
einen neuen Steady-State-Punkt herausfinden. Aus diesem Punkt wiederum lasst sich
wiederum die Reaktions-Fluss-Konfiguration ermitteln. Dazu hilft uns die stochiometrische
Matrix.
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Betrachten  wir  einen  Graphen G, und davon dessen Laplace-Matrix
L=G.getLaplaceMatrix () . Dann gilt:

L-1=0. Das gilt ubrigens genau dann, wenn L-1=0-1. Daraus folgt:
L.getKern(). getDimension()>1 . Genaue genommen gilt sogar
L.getKern(). getDimension () >|G.getZusammenhangskomponent ()| .

Nun wollen wir noch zeigen
L.getKern(). getDimension () =|G.getZusammenhangskomponent ()|

Satz: Theorem von Perron Frobenius
Sei

A eine irreduzible n times n-Matrix.
a; ;20 und der gerichtete Graph I'[A|
v=12,...,n Vli#jl:|i, jleE=a >0
stark zusammenhéangend.
Dann gibt es einen Eigenvektor x mit x>0 und zugehoérigem Eigenwert A, | sodass A,

einfach  reell ist und A1:Eigzgvfm’:p(AgetSpek” alradius()|  Es gilt  auch
V(A=A ) ([a]<[a,).

Noch zu zeigen:
Aus dem Perron-Forbenius-Theorem folgt:
Wenn G zusammenhangend ist, dann ist O [Null] einfacher Eigenwert von
G.getLaplaceMatrix ()
Das letzte Mal haben wir bewiesen: flir L=D—A : Alle Eigenwerte sind groBBer gleich null
und es gibt einen Eigenwert, der genau 0 ist. O ist kleinster Eigenwert von L mit Eigenvektor
1.
Wenn wir nun (—L)=A—D betrachten, kehren sich die Eigenwerte um. Hier ist dann O der
groBte Eigenwert (immer noch mit Eigenvektor 1 ), alle anderen Eigenwerte sind negativ.

Sei a>pl|L| ( p|L) ist der Spektralradius von L, also der Wert des gréBten Eigenvektors).

Dannsei A=A— D+a-I wobei I die Einheitsmatrix ist.

B-x=A-x.

(B+a-I)-;c=B-;c+a-I-x=2\-;c+a-xz(?\+a)-x

Damit ist a groBter Eigenwert mit Eigenvektor 1 und es gilt: alle Eintrage von A sind
groBer gleich 0.

Dann sagt uns das Perron-Frobenius-Theorem, dass a ein einfacher Eigenwert ist von A .

Damit ist O ein einfacher Eigenwert von (—L|=A—D . Damit ist O ein einfacher Eigenwert
von L=D—-A.

Beispiel
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1.3 0 1.7
A=l 0 1.7 192
0.16 O 0

Der zugehorige Graph sieht dann so aus:
[...Foto...]

Satz
Sei
G ein Graph
Dann gilt:
|G.getZusammenhangskomponenten()|= L.getLaplaceMatrix (). getKern (). getDimensionen ()
= | G.getLaplaceMatrix (). getEigenwerte (). getVielfachheitFiirEigenwert |0 }\

i, j Aj,i
|
Ausgehend von G

erhalten wir L=D—A
erhalten wir A

A =
)
I'|A|.istStarkZusammenhiingend () = G.istZusammenhdngend ()

erhalten wir A=A-[D-al]
- diagonal
I'|A]=
Vli#jl:

((i,j)eE(l_:))Q(Ai,]:i)

i, jleG|=A; =1

i, j €Gl=(4, ;=1

Wenn ein Graph G nicht zusammenhangend ist, kann man seine Laplace-Matrix L so
schreiben:

L, 0 0 O
L=concat 0 L, 0 0
0O O 0
O 0 0 L

Eine interessante Anwendung der Berechnung von Zusammenhangskomponenten uber
Eigenwerte von Laplace-Matrizen von Graphen ist das Clustering. Denn es kann sein, dass die
Laplace-Matrix nicht tberall den Wert O hat, sondern dort, wo sie den Wert O eigentlich
haben koénnte, einen sehr kleinen, aber von 0 verschiedenen Wert hat. Das heil3t, dass der
Graph schon zusammenhéngend ist, aber es gibt Cluster, die untereinander intensiv
zusammenhangend sind und gegeneinander nur sehr schwach zusammenhangend sind.
(Wenn man sich in dem Graphen also ,bewegt”, ist es unwahrscheinlich, in ein anderes
Cluster zu kommen, aber nicht unmoglich.) Was wir beobachten, ist, dass schwacher
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Zusammenhang sich in bestimmten Eigenvektoren darstellt, die folgendes Format haben:

0+e,
0+e,

O+e,_,
1+e€,;
1 +€i+l

I+e;
O+e¢;
O+e;,,

O0+¢

n

Der Eigenvektor hat also ,fast” einen Teil, indem seine Eintrage ,fast 1 sind, sonst sind die
Eintrége ,fast 0“. Je nach der Sortierung der Knoten sind aber die Eintrage des Eigenvektors
ebenfalls nicht sortiert, sodass die ,fast 1“-Eintrage nicht in einem Block sind. Durch
geeignetes Sortieren der Knoten kann man aber auch die ,fast 1“-Eintréage so sortieren, dass
sie einen Block ergeben.

Wir kénnen weiter beobachten:
- A,;=0 (A, istder Kleinste Eigenwert von G )
A, ist der zweit-kleinste Eigenwert von G
. 0=A,<A,<A,<...<A,

- G.istZusammenhdngend () < (A2 > O)

Wir beobachten aber weiter: wenn G fast nicht zusammenhéngend ist, dann ist A, sehr
Kklein.

Definition: k-Knoten-zusammenhangend

Ein Graph G ist k-Knoten-zusammenhingend genau dann, wenn G V\{xl,...,xk_l}
immer zusammenhangend ist und es Knoten gibt V,,Y,,...,Vx gibt, sodass
G V\{ Viseoes yk} nicht zusammenhangend ist.

Bemerkung

k ist die kleinste Zahl von Knoten, die ich aus dem Graphen herausreiBen muss, damit der
Graph nicht mehr zusammenhéangend ist

Schreibweise

a|G|=k,wobei G k-Knoten-zusammenhangend ist.
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Beispiele

[...Foto...]

Das gleiche konnen wir auch fiir Kanten (k-Kanten-zusammenhangend) definieren.
Schreibweise

€|G)=k,wobei G k-Knoten-zusammenhangend ist.

Satz

Ein Graph ist zusammenhangend genau dann, wenn es ein k groBer 0 gibt, sodass er k-
Knoten-zusammenhéangend ist.

A <alG|
2-€(G)-|1—cos|— ||<A,
V]
Definition: algebraische Konnektivitat

Der zweite Eigenwert A, heiBt auch algebraische Konnektivitat, weil er ja viel tiber die
Konnektivitat es Graphen aussagt.

Man kann noch viel mehr Zusammenhénge finden zwischen strukturellen Eigenschaften von
Graphen und algebraischen Eigenschaften von Graphen.

Literatur
Bojan Mohar: <Artikel tber die ,Laplacian® [also den Laplace-Operator]> aus
Lubljana
Dragos M Cvetkovic, Micahel Doob, Horst Sachs: ,Spectra of Graphs® , Theory and
Applications®

Wir kdnnen auch etwas sagen tiber den Eigenvektor zu A, .

S
m
=
>
=

|
|
Dann konnen wir den Graphen G in zwei Teilgraphen G [Wﬂ , G {W‘} zerlegen.

Definition: Fiedler-Vektor

Der Eigenvektor x zum zweiten Eigenwert A, heiBt Fiedler-Vektor.
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Diese Zerteilung in Teilgraphen wirkt so, dass der Graph gerade dort zerschnitten wird, so
besonders geringer Zusammenhang besteht. Der Graph wird also in genau 2 Teilcluster
partitioniert. Diese Partitionierung kann man beispielsweise nutzen, um bei Parallelrechnern
die Aufgabenmengen so zu partitionieren, dass die Kommunikation zwischen einzelnen
Knoten des Parallelrechners (entsprichend die Knoten des Graphen) moglichst gering ist.

Wenn x Eigenvektor von G.getLaplaceMatrix() zum Eigenwert A, ist, dann gilt:
|G [W ﬂ . getZusammenhangskomponenten () |+ | G { w- } . getZusammenhangskomponenten )‘ <k

Fir eine schwingende Saite gilt: Die Anzahl der Nullstellen (der Stellen, an der eine
schwingende Saite nicht schwingt) einer Sinus-Schwingung entspricht gerade der Nummer
des Obertons bzw. die Nummer ihres Eigenwertes.

Im Wesentlichen wenden wir dieses Problem nur auf Graphen an.

»,Can you hear the shape of a drum?“: Anhand des Klangspektrums kann man unter

bestimmten Bedingungen tatsachlich die Form einer Trommel rekonstruieren.

»,Can you hear the shape of a graph?“ Nein. Es gibt unterschiedliche Graphen, die gleiche
Eigenwerte liefern.
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[...25 Minuten zu spét...]

Satz

In einem zusammenhéngenden Graphen, wobei jeder Knoten eine gerade Anzahl von Kanten
hat, kann ich an einem beliebigen Knoten loslaufen, alle bereits begangenen Kanten
vermeiden und ich komme garantiert wieder beim Startknoten an (und bin einen Kreis
gelaufen).

Satz

Einen so generierten Kreis kann ich vom Graphen G, abziehen und ich erhalte einen
Graphen G, wobei der Grad aller Knoten von G, wiederum gerade ist. Dies kann ich
immer wiederholen. Wenn der Graph G, endlich war, dann stoBe ich mit diesem Verfahren
bis zum Graphen G, der kantenlos ist.

Beweis

[...]

Satz

Aus der Liste der so generierten Kreise lasst sich ein eulerscher Weg konstruieren, und zwar
mit folgendem Verfahren: Man starte mit Kreis @, und laufe Q, entlang, bis man auf einen
Kreis Q; mit hdherer Nummer st6Bt. Dann unterbreche man das Langlaufen entlang von @Q,
, sondern laufe Q; entlang. Falls man wieder auf einen Kreis @Q; mit héherer Nummer stoR3t,
dann laufe man diesen rekursiv entlang, und so weiter. Ist man auf einen Kreis Q; vollstandig
entlanggelaufen, so setze man den Kreislauf am jeweils vorherigen Kreis fort.

Der so abgelaufene Weg ist ein eulerscher Weg durch den Graphen.

Satz

Jeder solcher eulerscher Graph ist eine kantendisjunkte Vereinigung einfacher Kreise.

Sei

- K ein zusammenhangender verallgemeinerter Kreis, fiir den wir einen eulerschen

Weg kennen.

Wir konnen diesen Kreis reduzieren in einen elementaren Kreis, wobei alle Knoten den
Knotengrad 2 haben (wo es also keine Verzweigungen gibt). Dies geht so: Man laufe entlang
von K. Sobald man auf eine Verzweigung (=Knoten mit Knotengrad gréBer 2) st6l3t und man
eigentlich einen Umweg laufen wiirde (weil man ja spéter selbst wieder auf den Knoten sto3t),
geht man den Umweg nicht, sondern lasst den Umweg einfach weg. Dann st63t man wieder
auf den Startknoten und ist einen Weg langgelaufen, bei dem kein Knoten mehrfach
durchgangen wird.
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Satz

Jeder Graph, der kein eulerscher Graph ist, ist keine kantendisjunkte Vereinigung einfacher
Kreise.

Wann sind zwei Graphen isomorph?

Zum Beispiel in Datenbanken tiber chemische Formeln méchte man einen chemischen Stoff
anhand der Strukturformel wiederfinden, aber nicht nur anhand genau des selben Graphen,
sondern auch anhand von (,gleichberechtigten®) isomorphen Graphen (wo die Knoten
vielleicht anders nummeriert sind).

Definition: isomorph
Sei
Go:( Vo, Eo)
G, :( Vi, E 1)
Dann gilt:
G, heiBt isomorph zu G, genau dann, wenn eine Funktion ¢:V,—V, existiert, fiir
die gilt:

1. ¢.isInvertierbar() und
2. V(xEVO).'V(yEVO):((|¢>(x),¢>(y)}€E1)@({x,y}EEO)) (also wenn man den

einen Graphen durch Knotenumnummerieren in den anderen Graphen tberfiihren
kann)

Suche anhand isomorpher Graphen

Man kann aus der groBen Menge moglicher Graphen diejenigen herausfiltern, die gleiche
strukturelle Eigenschaften haben wie der Graph, mit dem angefragt wird. Solche strukturellen
Eigenschaften konnen zum Beispiel sein:

Knotenanzahl

Kantenanzahl

Spektrum des Graphen

[Kreisstruktur?]

[chromatische Zahl?]

Definition: Subgraphenisomorphie

Ein verwandtes Problem ist Subgraphenisomorphie (wobei Graphisomorphie nur ein
Teilproblem davon ist). Beispielsweise mochte ich ein chemisches Molekil bauen aus
Molekiilen, fir die ich bereits weil3, wie ich sie baue.

Graphen aus Kreisen aufbauen

Wir wollen nun betrachten, wie wir Graphen aus Kreisen bauen kénnen, obwohl diese
Graphen nicht unbedingt eulersche Graphen sind.
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Beispiel

C,=C,8C, (wobei L&) die symmetrische Differenz zwischen zwei Kreisen ist).

Kontext

Im folgenden betrachten wir immer einen Graphen G mit n Knoten und m Kanten Ein
Kreis C wird einfach durch einen Kantenvektor {0,1]" dargestellt, wobei IClil=1]e ) leeC],
also wobei C fiir die Kante i gleich 1 genau ist, wenn die Kante i zum Kreis C gehort.

Im Wesentlichen ist das ein Vektor aus einem Vektorraum, der auf dem
. [ }
Korper((0,1), — Jded . Hod ) obei hier De0:0,1/x0,1/—[0,1]

XOR bzw. Addition modulo 2 AND bzw. Multiplikation

sowie Jo0:0,1)%/0,1]—0,1] .

Diese XOR-Operation und diese AND-Operation kénnen wir aber auf Kantenvektoren
entsprechend erweitern: O e:(0,1/"%[0,1"—[0,1]" sowie Dol :(0,1"x[0,1/"—[0,1]"

Wenn wir zwei Kreise C,, C, miteinander XORn, entsteht wieder ein Kantenvektor
C,=C,8C, . Dieser Kantenvektor kann
wieder ein einfacher Kreis sein, oder
zwei disjunkte Kreise reprasentieren, oder auch
den Null-Kantenvektor (gewissermaBen einen Null-Graphen) reprasentieren, wenn
C,=C,, denn da léschen sich alle Kanten gerade heraus durch die XOR-Operation

Offensichtlich wollen unsere Kreis-Kantenvektoren gleich eulersche Graphen reprasentieren,
also lassen wir dies.

Satz
Sei

. C, ein eulerscher Graph als Kantenvektor

. C, ein eulerscher Graph als Kantenvektor
Dann gilt:

. C,®8C, ist ein eulerscher Graph.

Beweis

. |C] sei die Anzahl der gesetzten Kanten in C fiir jeden Kantenvektor C

|Co| +|Cy|—2-|ConC |= |Coe C |
— — A —— | —
gerade  gerade gerade erst recht gerade

Satz

Die Menge der eulerschen Teilgraphen von G bilden einen Vektorraum beztiglich der
Operation &L (symmetrische Differenz der Kantenmengen) tiber GF(2).
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Datum: 2006.05.18

Satz
Sei
. G=|V,E| ein Graph
C ,€G.getEulerscheTeilgraphen ()
C,€G.getEulerscheTeilgraphen )
. C,=C,8C,
Dann gilt:
C,€G.getEulerscheTeilgraphen ()

Definition: Graphen-XOR

Sei
G=|V,E| ein Graph
C ,€G.getEulerscheTeilgraphen()
C,€G.getEulerscheTeilgraphen )
Fir jeden Teilgraphen C ist X|[C| wie folgt definiert:
VlecE): X(C)(e)= 1 wenneeC
0 sonst
Satz
Es gilt:

Vie€E):(|X(Cy/le] XORX C,|le]|= X (C,@C, el

Offensichtlich sind C, und X |C) miteinander isomorph.

Eigenschaften
Es gilt:
1. C,@C,=C,®C,
2. [C,@C\|eC,=C,a(C,eC,
3. [CeCl=0
4. (—C] ist das Inverse beziiglich D@ | und zwar [—C|=C, weil C®|(-C|=0
5. Cel=C, doC=C

Definition: Vektorraum der eulerschen Teilgraphen

Sei
EV =|G.getEulerscheTeilgraphen (), J el
Es gilt:
EV.istKommutativeGruppe ()
EV ist ein Vektorraum tiber dem Grundkérper ({O, 1,,0e0,0 @CI)
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Definition: Dimension

Die Dimension eines Vektorraums ist die maximale Anzahl von miteinander linear
unabhangigen Vektoren, also die groBtmogliche Lange einer Menge von Vektoren, die alle
miteinander linear unabhangig sind.

Die Dimension eines Vektorraums ist auch die minimale Anzahl der Elemente eines
Erzeugendenensystems im Vektorraum.

Definition: Erzeugendensystem
ES hei3t Erzeugendensystem von einem Vektorraum v, wenn
V(zeV|:3| A, eV.getGrundkirper()|:[z= D, (Ai-i))
- v(icks)
VI|i€ES|

Definition: linear abhangig
Sei

V' ein Vektorraum

M < V.getElemente ()
Dann gilt:

M.istLinearAbhdingigBeziiglich|V | <
3| A, €V.getGrundkorper|) .'(EI(Ai).'(AiqéO)/\

ViieM|

V;M (Ai-i)zé))

Das heiBt also: Wenn ich Koeffizienten A; finden kann (wobei mindestens einer dieser
Koeffizienten nicht O sein darf), sodass die Summe der mit diesen Koeffizienten gewichteten
Elemente der Menge M gleich dem 0-Vektor ist, dann heifdt M linear abhangig.

Definition: Basis eines Vektorraums

Sei
V' ein Vektorraum
M < V.getElemente ()
Dann gilt:
M ist eine Basis des Vektorraums V|, wenn M
1. ein Erzeugendensystem fiir V ist und
2. eine linear unabhangige Menge von V ist.

Bemerkung

Wenn M eine Basis von V ist, dann gilt:
1. M ist ein minimales Erzeugendensystem fiir V
2. M ist eine maximale noch linear unabhangige Menge von V

Definition: linear unabhangig
Sei

V' ein Vektorraum
M < V.getElemente ()
Dann gilt:
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M.istLinearUnbhdngigBeziiglich| V | <

z (Ai-i):6):>v(iEES).’(Al-ZO) [?]

ViieM|

Sei B eine Basis von EV.
z= @ [Ari] mit A.€l0,1!
Y |ieB)|
A1

Ay

Jedes Element z von EV kénnen wir durch genau einen Vektor z = darstellen. Jeder

Al

solcher entspricht einem Element z von EV.

Wieviele eulersche Teilgraphen gibt es fiir einen Graphen G (beztiglich einer Basis B )? Die
Anzahl der eulerschen Teilgraphen ist gleich der Anzahl der Elemente von EV', das ist gleich
28 Da |B | immer gleich ist fiir den selben Graphen G, unabhangig von den konkreten
Elementen in B, ist auch die Anzahl der eulerschen Teilgraphen von G unabhangig von der
konkreten Wahl von B.

Sei T ein Spannbaum von G=(V,E|. Fir jede Kante e€|E\T| (mit e=|x, y| gibt es

genau einen Weg P, , [...abgewischt...]
:cyc(T,e).:ijyU{e}

[...abgewischt...]

Satz

Y |T €G.getSpannbdume | )): (\T |=|G.getKnotenMenge ()| — 1]
Ein Spannbaum T eines Graphen G hat genau so viele Kanten, wie G Knoten minus 1 hat.

Satz

Sei

By=cycle,T)|le€lE\T| (das K von By steht fiir Kirchhoff)
Dann gilt:

B, .istLinearUnabhdngigBeiiglich| EV |
Behauptung

\evcle,T)|e€| ENT)\. istLinearUnabhingigBeziiglich| EV |

Beweis

[...Foto...]
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Wir beweisen noch (spater irgendwann vielleicht), dass By auch ein Erzeugendensystem ist.
Dann wissen wir, dass By eine Basis ist.
Der Beweis wird ungefahr so gehen:

G ist zusammenhangend,
K ist eine Menge von Kanten, sodass =V ,|E\K )) .istZusammenhiingend ()

Definition: cut
Sei
G=|V,E| ein Graph,
xeV,
Kx:{e‘(\eeE)/\(XEeH’ (K, ist die Menge aller Kanten aus G, die inzident mit x
sind)
Dann hei3t
K cutvon x beziglich G .
Satz
Sei
G=|V,E| ein Graph,
G.istSchlaufenfrei ()
Dann gilt:
D (G.getCutFor(x) =0
Vixev|| ™ —
7Kx
Begriindung

Jeder Kante kommt bei dieser XOR-Operation genau zweimal vor, die XOR-Operation fiihrt
gerade zur Ausloschung beider Kanten miteinander. Jede Kante kommt deswegen genau
zweimal voraussetzung

Satz

Sei
G=|V,E| ein Graph,
G.istSchlaufenfrei ()
G.istZusammenhdngend ()

Dann gilt:
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VMV |(MzVIAM=0)=| & (G.gezCuzFor(x) oy}
VixeM|
=K,

Y M=V|:| & |G.getCutFor|x|\=80
Y(xeM)| "y

V(M=0|:| ® |[G.getCutFor|x|\=0

) V(xeM)

=K,

Es gibt also nur eine einzige nichtleere Knotenmenge, wo die XOR-Summe der
entsprechenden Cuts die leere Menge ist, und das ist die vollstandige Knotenmenge.
Zusammenfassung

Wir konnen aus einem Graphen eine Eulersche-Graphen-Basis erstellen, indem wir einen
spannenden Baum nehmen, dort noch eine Kante hinzufiigen und dann haben wir einen
eulerschen Kreis.

Graphen-Umformung
[...Foto...]

Satz

Ebenen-Einbettung und Torus-Einbettung ist nicht &quivalent.

Beispiel

Den bipartiten Graphen mit je 3 Knoten pro Partition ( K;5) kann man leicht im Torus
einbetten, aber nicht in der Ebene.

Beispiel

Den vollstandigen Graphen auf 5 Knoten ( K5) kann man leicht im Torus einbetten, aber
nicht in der Ebene.

Satz

Fir jeden Graphen G gibt es eine Flache (aber nicht notwendigerweise eine Ebene), in die er
eingebettet werden kann.

Satz

Die Einbettung in die Ebene und die Einbettung in die Kugel-Oberflache sind aquivalent.

Begriindung

Einen in die Ebene eingebetteten Graphen kann ich ausschneiden, zusammenfalten und den
Rand zum Stidpol erklaren.

Begriindung

Einen in die Kugeloberflache eingebetteten Graphen kann so in die Ebene tiberfiihrt werden,
indem ein Punkt der Kugeloberflache, der von keiner Kante bertihrt wird, aufgeblasen wird
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zum Rand der Ebene.

Das nachste Mal

Zusammenhang zwischen Planaritat und Kreisbasen

Minimale Kreisbasen

aber: nachste Woche ist keine Vorlesung ,,Christi Himmelfahrt“, Mannertag,
aber: 1. Juni 2006: Vorlesungsvertretung

aber: danach Pfingsten

aber: danach noch einmal Vorlesungsvertretung

danach: 20. Juni 2006: Prof. Stadler ist zuriick.
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Datum: 01.06.2006

Definition: planer Graph, plane graph

Sei
1. I'=|V, E|
2. VSR
3. Vle€E]|: ((e:[O, 1]—>IR2)/\e.istStetig()/\e.istlnjektiv()) (Stetigkeit bedeutet ,eine Linie
vom Startpunkt zum Endpunkt) (Injektivitat bedeutet , keine Schlaufen in der Linie*)
4. Vle€E):V|x€l0,1]):(lelx|eV)e=|(x=0/v(x=1])] (Knoten sind nur Endpunkte von
Kanten)
5. VecE|:lel0]#e (1)) (Wir verbieten Schlaufen, auch wenn dies schon aus der
Injektivitat folgt)
6. V(eOEE):V(eleE):V(xe}O,lH:V(ye]O,lH:(eo(x);ﬁel(y)) (Kanten durfen sich nicht
schneiden)
Dann gilt:
e [’ heil3t planer Graph oder (englisch) plane graph
Definition: planarer Graph
Sei
e G=|V,E| ein Graph
Dann gilt:

® G.istPlanar ()= 3(I € PlaneGraphs|: 3| f|:
(( f:G.getKantenmenge()—T . getKantenmenge())/\ f.istBijektiv())

Definition: Kontraktion

[...] (Eine Kontraktion nimmt eine Kante und verschmilzt diese Kante samt ihrer Endknoten zu
einem neuen Knoten, der diese Kante und diese beiden Endknoten ersetzt.)

Definition: Minor

[...] (Ein Minor eines Graphen G, ist ein Graph G,, der aus dem Graphen G, durch
wiederholte Kontraktion oder Deletion (von Kanten oder Knoten) hervorgegangen ist.)

Definition: n-Zusammenhangend
Sei

e G=|V,E| ein Graph

e neiN

e V 1F§E)(HF\ —n|= G.ohneKanten|F| . istZusammenhiingend ()|
Dann gilt:

o G.istNZusammenhdngend (n)
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Lemma (Struktur 3-zusammenhangender Graphen)

Sei

e G=|V,E| ein Graph

o |[G|>4

o G.ist3Zusammenhdngend ()
Dann gilt:

e 3lecE]: ( G.ohneKante e|. ist3Zusammenhingend ( ))

Beweis

Nehmen wir an, dass die Behauptung nicht gilt.
e Firjedes e€E:
O Betrachten wir G,=G.ohneKantele|, e=x, y|
O Der kontrahierte Vertex heilBe v, ,.
O Nun finden wir z, sodass S:{Vx,y’z} G, trennt.
O Wahle e und z so, sodass [...abgewischt...]

Grafik
[...abgewischt...]

Satz von Kuratowski

Sei
e G=|V,E| ein Graph
Dann gilt:
e G.istPlanar () cﬁ( G.hatAlsMinor( K 5) V G.hatAlsMinor | K 3’3))

Bemerkung

V (G € Graphen ) : (GO. istPlanar ()= ¥/ |G, €G,. getMinoren( )) :|G,.istPlanar ( )))

Beweis

Wir beweisen G.istPlanar()<=ﬁ(G.hatAlsMin0r(K 5|V G.hatAlsMinor (K 3,3)) mit Induktion {iber

die Anzahl der Knoten ( |V| ) von 3-zusammenhéngenden Graphen.
e Induktionsanfang
o |V|=4.
O Hier haben wir den K, (alle anderen Graphen mit einer Knotenanzahl gleich 4
sind nicht 3-Zusammenhéngend.) Der K, ist tatséchlich planar.
e Induktionsschritt:
O Annahme:
m  Wir nehmen an, dass alle 3-zusammenhéngende Graphen G,=(V,,E | mit
‘V1|<‘V0‘ , die weder K5 noch K5 als Minor haben, planar sind.
O Beweis
m  Nach obigem Lemma wéhlen wir eine Kante ¢€E, so, dass G.ohneKante|e| 3-
zusammenhéangend ist. Sei e=|x, | .
m  Wir betrachten G.ohneKnoten|| yH
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m [...unverstandlich...]

Angenommen, der Graph G ist nicht 3-zusammenhangend, aber wenigstens 2-
zusammenhéangend. Dann kann man den Graphen G in zwei Graphen G,, G, zerlegen,
wobei G, und G, miteinander tberlappen in zwei Knoten x, y (und wir nehmen an, dass
G, und G, 3-zusammenhangend sind). Wenn nun G, und G, selbst planar sind, dann
kann ich beide Graphen an den Knoten x, y zusammenstecken.

Somit gilt der Satz von Kuratowski auch fiir Graphen, die nicht 3-zusammenhé&ngend sind.

Satz von McLane

Sei
e G=|V,E| ein Graph
Dann gilt:
G.istPlanar ()<
3(Kreishasis € G.getCycleSpace()|: ¥ |e€E|:

(| {basiskreis ‘( basiskreis € Kreisbasis| A | basiskreis.enthiilt | e ’< 2))

Definition: einfach

Sei
e G=|V,E| ein ungerichteter Graph
o G.getEdgeSpace()=E|G|= Potenzmenge| E| der Kantenraum dieses Graphen
e [FCcG.getEdgeSpace() (also F<S Potenzmenge|E|)
Dann gilt:
F.istEinfach()< V(eeE):(Hf‘(fEF)A(eef)H< )

B

Jede Kante aus Graph G tritt hochstens 2 mal in F auf.

Bemerkung

Sei

e G=|V,E| ein ungerichteter Graph
Dann gilt:

o G.getCycleSpace ()<= G.getEdgeSpace ()

Satz von McLane (1936)

Sei
e G=|V,E| ein ungerichteter Graph
Dann gilt:
e G.istPlanar ()<3|F =G.getCycleSpace()|:| F.istEinfach ()|

Beweis

e G.istPlanar ()=3(F =G.getCycleSpace()|:| F.istEinfach () :
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O ,Diesen Beweis belassen wir mal wegen folgender Intuition®:

m Jeden planaren Graphen (der bereits auf Zyklen irgendwie reduziert ist) kann
man aus einzelnen Zyklen zusammensetzen, wobei jede Kante im (reduzierten)
zusammengesetzten Graphen maximal zwei mal verwendet wurde (eventuell,
um sie wieder auszuldschen).

e G.istPlanar ()<=3(F =G.getCycleSpace()|:| F.istEinfach()) :
O [...verlorengegangen wegen OpenOffices exzessiver Speicher-Zeit...]

Graphenfarben

Definition: Farbung

Sei
e G=|V,E| ein Graph
o S eine Menge (die Menge der Farben)
o c:V->S eine Funktion (Farbungsfunktion)
o Vx,yl€El: ((x=y]\/(c(x)¢c(y})) (Benachbarte Knoten haben unterschiedliche
Farben)
Dann gilt:

e ¢ heiBBt Farbung fir G .

Definition: k-farbbar

Sei
e G=|V,E| ein Graph
e k&N

Dann gilt:

e G.istKFarbbar|k|=3(c:V —S):|c.isColoringFor (G |A||S|=k||

Satz: 4-Farbbarkeit planarer Graphen

Sei
e G=|V,E| ein Graph,
e G.istPlanar() .

Dann gilt:
o G.istKFirbbar|4).

Beweis

Der Beweis ist umstritten, da er ein ,,Computerbeweis® und nicht schén aufzuschreiben ist.

Satz: 5-Farbbarkeit planarer Graphen
Sei \

e G=|V,E| ein Graph,

e G.istPlanar() .
Dann gilt:
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Beweis

G.istKFdrbbar|5) .

tiber Induktion

Induktionsanfang:

O Alle planaren Graphen mit |V|<1 sind 5-farbbar.
Induktionsschritt:

O Voraussetzung:

Alle planaren Graphen mit |V |<n—1 sind 5-farbbar.

O Behauptung:

m  Alle planaren Graphen mit |V |<n sind 5-farbbar.
O Beweis:

m  Wir betrachten den planaren Graphen G0=(V0, Eo) mit |V0‘=Tl

m  Man finde (aus dem Korollar von MacLane) x mit
o [xeV,|AlxgetGrad()<5|
Wir betrachten nun G,=G,. ohneKnoten|| x| .
Wir wissen:
e G, .ist5Fdrbbar() (laut Annahme)
o 3(c€G,. getKFarbungen|5|:(c:V -S|

m Fall (S \c.getBila’FL’ir(x.getNachbarn()))75H (Die Nachbarn von x lassen eine
Farbe (ibrig) (einfacher Fall)
e Dannsei c(x|=s mit s€|S\c.getBildFiir|x.getNachbarn ))|

m anderer Fall: (Die Nachbarn von x lassen keine Farbe ibrig) (interessanter Fall)

o [..]
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Datum: 22.06.2006
[heute wieder gehalten von Prof. Stadler]
Das Thema heute ist Graphenfarbungen und der Konnex davon zu RNA-Strukturen.

Dabei konnen wir RNA-Wasserstoffbriickenbindungen so als Graphenfarbproblem auffassen,
dass nur solche (Basen-)Paare entstehen dirfen:
e AU

coroocrrRoococ

G
.

[ ]
Folgen
[ ]

vToC>00

e Paare diirfen nicht entstehen:

OO>>>000

[...Foto fehlt, da kein Akku...]

Wir kénnen versuchen, das Problem vereinfachen, indem wir

e Aaufl

e Uauf0

e Gaufl

e Cauf0
abbilden. Fur jeden korrekten RNA-Sekundarstruktur-Graphen gilt, dass, wenn die RNA-
Basen so durch O oder 1 ersetzt werden, der resultierende Graph ebenfalls gtiltig gefarbt ist,
sodass benachbarte Basen (nur benachbart bezliglich der Wasserstoffbriickenbindungen)
ebenfalls unterschiedlich gefarbt sind.

Sei

¥ ein gegebener Strukturgraph einer RNA-Sekundarstruktur.

C (‘I’) die Menge aller legalen A-U-G-C-Farbungen der Knoten von ¥

C|Y¥| die Menge aller legalen 0-1-Farbungen der Knoten von ¥

die Knotenmenge geordnet (1,2,..., 1)

Fur 2 Strukturen ¥, @ auf (1,2,...,n) ist die Frage: 5‘(¢)05(Y’), also: Welche Farbungen
sind fuar
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Satz
Sei
e Y, ein RNA-Struktur-Graph,
e ¥, ein RNA-Struktur-Graph,
Dann gilt:
o |lclr|nc(r ||=p|=((Clv|nCv,)|=0]

Bemerkung

Es ist klar, dass man von C(‘I’) auf C (‘I’) schlieBen kann, indem die Zuordnung von
|A,U,C,G auf 0,1 wie oben ausfiihrt.

Man kann auch von C|¥| auf C (‘I’) schlussfolgern, indem man von 0 auf A und von 1
auf U abbildet (C und G verwenden wir einfach nicht)

Wenn wir nun eine RNA-Kette betrachten, dann kann es sein, dass diese zwei verschiedene
RNA-Sekundarstrukturen ausbildet
[...Foto fehlt, da kein Akku...]

»gesucht: Farbung auf der Vereinigung der Kantenmengen* [?]

Satz

Fir jeden Graphen gilt: Der Graph ist bipartit genau dann, wenn man ihn mit 2 Farben
farben kann.

Satz

LFur zwei RNA-Sekundarstrukturen kann man immer eine biologische Sequenz finden, die
diese Struktur ausbilden kann.“

Sei
e cine RNA-Sequenz gegeben
e Y, ein RNA-Sekundarstruktur-Graph fiir diese RNA-Sequenz,
e ¥, ein RNA-Sekundarstruktur-Graph fir diese RNA-Sequenz,
o (esgilt also: ¥,. getKnotenMenge ()=Y . getKnotenMenge () )
e Y, ¥, Matching

Dann gilt:
e [Cl¥,nC|¥ =0

Beweis
Sei
° Y’2:(V,‘I’O. getKantenMenge()UY,. getKantenMenge()) wobei
o V=VY,.getKnotenMenge ()=Y ,. getKnotenMenge ()
e Fir jeden Knoten x€V gilt:
o) (‘Fo.getDegreeFor(x)él)/\(‘l’l. getDegreeFor(xKl):(Y’z. getDegreeFor|x|<2)|
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m  Da die Voraussetzung in unserem Fall wahr ist, ist auch die Folge wahr.
m Esgiltalso V(xe V):(‘I’Z.getDegreeFor |x|< 2)

e Wir charaktierisieren den Graphen mit V|xe V):(‘I’z. getDegreeFor | x|< 2)

O Betrachten wir einen Knoten x.

O Dann kann folgendes sein:

¥ ,. getDegreeFor|x|=0 : Der Knoten ist ohne Nachbarn.

e Dann ist dessen Farbe egal.

X=X, und X, hat genau einen Nachbarn X, und X, hat genau einen

Nachbarn, namlich X, .

e Dann lasst sich leicht eine Farbung finden.

m x ist Teil einer Kette ~{(x0,x1),(x1,x2),(xz’x3),(x3,x4),...J~
e Hat diese Kette 2 Enden, dann lasst sich eine 0-1-Farbung finden, indem

einfach links mit 0 angefangen wird, dann mit 1, dann wieder 0, usw.

Ist diese Kette ein Kreis, so lasst sich eine 0-1-Farbung finden, wenn der

Kreis aus einer geraden Anzahl von Knoten besteht. (Genau genommen

lassen sich genau 2 0-1-Farbungen in diesem Fall finden.)

O Ein solcher Kreis hat aber keine ungerade Anzahl von Knoten, denn

|

dann misste es vorher einen Knoten gegeben haben, der in seinem
Ursprungs-Graphen den Knotengrad 2 gehabt hatte. Aber jeder Knoten
im Ursprungs-Graph hatte vorher nur maximal Knotengrad 1 (weil eine
RNA-Base nur mit maximal einer weiteren  RNA-Base
Wasserstoffbriickenbindungen aufbauen kann).

e Also kdonnen wir fir ¥, in jedem Fall eine 0-1-Farbung finden.
e Damitist ¥, auch bipartit.

Satz

Seien

. RNA-Sekundarstruktur-Graphen tiber der selben RNA-Sequenz (damit
auch mit gleicher Knotenmenge)
Dann gilt:

N (C(‘I’i)) Q0| U (‘F,) .istBipartit ()
Vil i
| S — [ —

Die Menge der Farbungen, die fiir alle Graphen gelten vereinigter Graph

Produkte von Graphen

Sei

° G0=( Vs Eo) ein ungerichteter Graph

G,=|V,,E,| ein ungerichteter Graph

[...Foto fehlt, da kein Akku...]
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Datum: 29.06.2006

[...12 Minuten zu spét...]

Fragestellung

Sei
e cin Graph G, gegeben
Gilt dann:
EI(GIEGraphen):EI(GZEGraphen): (Glsquarer = Gy,
Isorr;:rphie '
Definition: Djokovi¢-Winkler-Relation
Djokovi¢-Winkler-Relation O :
Sei

° ez{x,y} eine Kante
e f=v,w eineKante

[...abgewischt von der Tafel...]

Eigenschaften

o O.istReflexiv()

o O.istSymmetrisch()

e —0O.istTransitiv() (im Allgemeinen)

e (O istder transitive Abschluss von ©
o OC|EXE|

Aus dem Buch ,,Product Graphs* von ,Imrich + Klavzor*

Satz
Sei |

e G=|V,E|,

e P e¢in kiirzester Pfad in G .
Dann gilt:

° V(eeP.getKnotenMenge()):V(feP.getKnotenMenge()):(((e,f)e@):(ezf))

Beweis
[...Foto 0481...]
Satz
Sei
e G=|V,E|

o O=G.getDjokovicWinklerRelation() ,
e d=G.getVertexDistanceFunction () ,
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o G.istBipartit() ,
e c¢ckF,
e f€EE,
o e=x,y,
o [f=lu,v,
o le,fled
Dann gilt: ’
o dlu,x|=dlv,y=dlu,yl-1=dlv,x|=-1
Beweis
[...Foto...]
Satz
Sei

G=|V, E| ein ungerichteter Graph,
O =G.getDjokovic¢WinklerRelation ()

WeG.getWalks () ein Walk (also ein Lauf)
ecE
-|e€ W.getEdgeSet ()|

Dann gilt:
o 3| feW.getEdgeSet():|le, fl€O)
° f.z'sth'ndeutig()Z((eﬂf)zﬂ)

Grafik
[...Foto 0483...]

Beweis

e Wir definieren u:EXE —IN wie folgt:

O Sei
n pp=lx, ]
= p=luyl
O dann gilt:

x,v|=d|x,ul-dly,v|+d

u “(po:p1):d y’u'

° S=Z(u(e,ei))=[...abgewischt...]=2
i=1

e [...abgewischt...]

e [..Foto0484..]

Definition:
Sei
e G=|V,E| ein ungerichteter Graph,
e d=G.getVertexDistanceFunction () ,
o |u,v|€EE
o W (u,v)={w‘(w€G.getWalks())/\(a’lw,u)<dlw, v)”

Dann gilt:
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e W heif3t....von G.

Eigenschaften

o (WluvinWlv,ul|=0
o (WluvlUWv,ul|=G.getWalks|()

Grafik
[...Foto 0486...]

Satz

e G=|V,E| ein ungerichteter Graph,
e G.istBipartit ()

Dann gilt:
° ﬂEI(x).'(d(x,u)=d(x,v))

Beweis

e Wir definieren F:VXV—E
o Fluvl=|f|lfeEInlf [uv]€0,
e Wir behaupten:
O G\F|u,v| ergibt genau 2 Zusammenhangskomponenten G,, G, wobei
m G,=G|Wlu,v
m G,=G|Wlu,v
[...Foto 0488...]
e Sei
O P ein kiirzester Pfad von # nach w
e dann miisste P.prepend||v,u]| ebenfalls ein kiirzester Pfad sein von v nach w .
e u ist aber in einer anderen Zusammenhangskomponente von G\F (u,v| als v

Erkennung von Hyperwiurfeln

Satz
Jeder Hyperwiirfel ist bipartit.

Korollar

Wenn ein Graph nicht bipartit ist, dann ist er auch kein Hyperwiirfel.

Satz

Es gibt einen schnellen Algorithmus (,linear in space and time“), der Gberprifen kann, ob ein
Graph bipartit ist.

Satz
Sei \

e G=|V,E|ein Hyperwiirfel
Dann gilt:
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1 n
El=2.om
o lEl=12mn
e n=log,[N|
o %-N-logz(N]=M
Bemerkung
Wenn also ein Graph nicht die richtige Knotenanzahl-Kantenanzahl-Relation hat oder wenn er
nicht bipartit ist; dann koénnen wir aufhoéren, darauf zu testen, ob dieser Graph ein
Hyperwtirfel ist.
Satz
Jeder Hyperwiirfel ist isomorph zu einem Graph-Produkt eines Hyperwtirfels mit einer Kante
(also einem Graphen, der nur aus einer Kante besteht, also ein K, ).

Bemerkung

Wir kénnen schnell tiberpriifen, ob ein Graph G, sich zerlegen lasst in G,=G,[K,. Wir
kénnen dann wieder priifen, ob G,=G,[K,, G,=G,EK,, ... so lange, bis G,= K, | also
bis wir wissen, dass G,= K,HK,HK,H...0K,, also dass G,.istHyperwiirfel ()

G,=G|Wlu,v||UG|Wlv,ull
[...Foto 0491...]

Primfaktorzerlegung von Graphen

Definition: prim
Wir betrachten:
e G ein ungerichteter Graph,
e G=A[lB,
o |AgetVertices()|>2,
° ‘B.getVertices()|>2 (A, B sind also nicht trivial, haben also jeweils mindestens 2
Knoten)
Sei
e G ein ungerichteter Graph
Dann gilt:

o G.istPrim()=~3|A€Graphen):3| B Graphen):
((G=A EIB)/\(|A.getVertices()|>2)/\(|B.getVertices()|>2))

Definition: Primfaktorenzerlegung
Sei

e G ein ungerichteter Graph

° Ao,z‘ll,Az,...,An_1 Graphen

o V|i€ll0,n[nIN]|:(A,.istPrim )|

e G=A0AEAGL. . .BA,
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Dann gilt:
° (AO LALA,, L An_l) hei3t Primfaktorenzerlegung von G .

Bemerkung

[Primfaktorenzerlegungen heifden auch dann gleich, wenn die einzelnen Primfaktoren nur
umsortiert oder nur isomorph zueinander sind.]

Satz
Es gibt hochstens log, ||G. getVertices()H Primfaktoren.

Frage: Ist die Primfaktorenzerlegung eindeutig?

K +K,+ K,0K,)|B| K+ K,BK,BK,)|=| K+ K+ K,'|0[K,+K,
=K, =K, 21 Knoten 3 Knoten
7 Knoten 9 Knoten

K +K +K,+K,+K,+ K,
[...Foto 0492...]
[...Foto 0493...]

... Wir bekommen heraus: Wenn der Graph nicht zusammenhangend ist, dann ist die
Primfaktorenzerlegung nicht eindeutig.

Was wir haben wollen, ist zu zeigen, dass, wenn der Graph zusammenhangend ist, dass dann
die Primfaktorenzerlegung eindeutig ist.

Das kénnen wir auch beweisen, aber der Beweis ,,ist eine ziemlich grausige Index-Orgie“. Im
Wesentlichen bauen wir ein Farbungsschema fiir Kanten entwickeln, sodass wir die einzelnen
Kanten des Graphen auf die urspriinglichen Faktor-Graphen abbilden,

[...Foto 0494...]
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Datum: 06.07.2006

[...heute hat Prof. Stadler ersst um 11:27 Uhr gestartet...]

Zufallsgraphen

gehen zurlick auf Béla Bollobas aus Ungarn.

Einfuhrung
Beim Wiirfeln weifd man vorher, dass flr jede Seite eines Wiirfels gilt, dass bei einem Wurf die
Wahrscheinlichkeit, ausgewahlt zu werden, gleich 1 . Aber welche intrinsischen® a-priori-

6
Wahrscheinlichkeiten haben Graphen?

Wir kénnen zum Beispiel ausgehen von einem Graphen G=(V , E ) , fur den gilt, dass n=|V ,

wobei n fest vorgegeben ist. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmter Graph

1
e 11e 6 . G — .
,zufallig®  entsteht, gleich  pl ) % Mogliche Graphen auf 71 Vertices ° Aber was st

# Mogliche Graphen auf n Vertices ? Sind isomorphe Graphen hier gleich?

Beispiel

Wir betrachten den Graph, der lediglich aussieht, wie ein Quadrat. Er hat 4 Ecken.
4! 4-3.2-1

e Wenn wir die Ecken nummerieren, dann gibt es 12 a2 =3 verschiedene solche
Graphen.

e Wenn wir die Ecken aber nicht nummerieren, dann gibt es nur einen einzigen solchen
Graphen.

Wir betrachten den Graph, der lediglich aussieht, wie ein Ypsilon. Er hat ebenfalls 4 Ecken.
e Wenn wir die Ecken nummerieren, dann gibt es 4 verschiedene solche Graphen.
e Wenn wir die Ecken aber nicht nummerieren, dann gibt es nur einen solchen
Graphen.

Weil solche Gleichverteilungsmal3e ,,abartig” sind bei Graphen, hat Béla Bollobas ein anderes
Maf3 entwickelt:

Definition: binomisches Modell fur Zufallsgraph
Sei
e G=|V, E|
e n€IN vorgegeben (Knotenzahl)
e p€l0,1] vorgegeben (Kantenwahrscheinlichkeit)
o V(er).-V(er):(p((x,y)eE):p)

O Die Wahrscheinlichkeit, dass eine bestimmte Kante bei dem Graphen gesetzt ist, ist
gleich p.
Dann gilt:
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e G ist ein Zufallsgraph nach dem binomischen Modell mit Kantenwahrscheinlichkeit
p.

Beispiel
Sei fawnne” Graphen—10, 1] eine Funktion, die fiir jeden Graph sag, ob er 2-farbbar ist oder

1 G.ist2Fdrbbar
f2colorable (G ) = ( )

nicht: V (GeGraphen):
0 sonst

Wir wollen nun fir eine gegebene Zufallsgraphenwahrscheinlichkeit p  wissen:
Prob| f ( G, =1)

!
Zufallsgraph mit n Knoten mit Kantenwahrscheinlichkeit p

Wahrscheinlichkeit, dass ein Zufallsgraph 2-farbbar ist, wenn wir die Anzahl der Knoten im

Zufallsgraphen immer weiter erh6hen?

lim

n— o

, also: Wie wverhdlt sich die

Im konkreten Fall gilt:
e Fir p <<% ist der Graph bipartit (=2farbbar) fir n— .
e Fur p=0I1] [?] (also eigentlich fiir p>0) ist der Graph nicht bipartit (=2farbbar) fiir

n—oo.

O Denn: Sobald ein Dreieck im jeweiligen Graphen existiert, ist dieser Graph nicht
mehr 2farbbar (=bipartit). Die Wahrscheinlichkeit, dass flir 3 betrachtete potentielle
Dreiecks-Kanten ein tatsachliches Dreieck existiert (also alle 3 Kanten gesetzt sind),
ist p’. Die Wahrscheinlichkeit, dass fiir 3 betrachtete potentielle Dreiecks-Kanten
kein tatsachliches Dreieck existiert, ist also 1—p’. Die Anzahl solcher zu
betrachtender potentieller Dreiecke steigt aber immer weiter mit n. Wenn wir

1
o

1
(l_pa)?” betrachten, dann sehen wir, dass lim((l— )

n— oo

—(0. Damit gilt

G

n =1
——
Zufallsgraph mit 7 Knoten mit Kantenwahrscheinlichkeit p

lim | Prob

n— oo

V(pelo,1]): f

wichtig fur diese Vorlesung

e Es gibt diese Zufallsgraphentheorie.
e Man muss genau spezifizieren, wann zwei Graphen als gleich gelten.
e Man muss sein Zufallsgraphenmodell genau spezifizieren.

Ein Problem aus dem Nahkastchen (von Stadler)

,Wir sind einmal auf folgendes Problem gestoBen:
Wir betrachten einen Hyperwiirfel (K 2)". Wir betrachten den durch ausgewahlte Knoten

induzierten Teilgraphen. Dabei ist die Wahrscheinlichkeit, dass fiir einen ausgewéhlten
Knoten ein Nachbar ebenfalls ausgewahlt ist, gleich A .
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Dies ist ein anderes Zufallsgraphenmodell. Fir solche Zufallsgraphen kann man auch Fragen
stellen, zum Beispiel: Wieviel Zusammenhangskomponenten gibt es im betrachteten
Teilgraphen abhangig von A ?

Das A lasst sich zum Beispiel interpretieren als: Wieviel Mutation ist zulassig, ohne dass
wesentliche Struktur-Anderungen passieren?
Resultate sind:
e Fir groBe A ist der Graph zusammenhéngend.
e Fur Kleinere A ist der Graph nicht zusammenhangend, aber daftir gibt es immer noch
eine groBe Zusammenhangskomponente flr einen recht groBen Bereich von A .
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