Beispiel Beispiel
Geschrieben von Xuan Baldauf <xuan--analysis-skript--sem02@studium.baldauf.org>

Datum: 08.04.2003

Analysis fiir Informatiker 1

gelesen von Thomas Kiihn

Heute gehalten durch Ugur Abdulla.

Es gibt einige Zahlenmengen, z.B.
die natiirlichen Zahlen: IN=[2,....n,...]
die ganzen Zahlen: Zz{O,il,iZ,...}

die rationalen Zahlen: g (p, qEZ)/\(q;ﬁOJ}

Diese Zahlen lassen sich auf einer Zahlengeraden darstellen.
[Grafik Zahlengeraden]
Aber auf dieser Geraden gibt es viele Liicken.

Beispiel

Man betrachte ein Quadrat mit der Kantenlénge 1.
[Grafik]
Wie lang ist die Diagonale dieses Quadrats? Wir wissen, dass x*=2 .

Ich nehme an, dass x eine rationale Zahl sei, also 3(p,g€Z):|x =§)

Dann miisste gelten:

2 2
p=2q
= p’ ist gerade
= p ist gerade
=3(m):|p=2-m|

2 2

= q ist gerade
Dies darf jedoch nicht sein.

Definition: reelle Zahlen

Eine Menge (IR, +, ) mit zwei Operationen nennt man reelle Zahlenmenge, wenn folgende
Axiome gelten:
1. Kommutativitat:
1. V(a,beR):la+b=b+al
2. Y(a,beR):(a-b+b-a
2. Assoziativitat
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1. Y(a,b,ceR):(a+(b+c)=(a+b)+c|

2. Y(a,b,ceR):|a:(b-c)=(a-b)-c|
3. Distributivitat

1. Y(a,b,ceR):|a-(b+c)=a-b+a-c|
4,

1. (0eR|A[1€R|Al0#1]

2. VY (aeR):la+0=aqa]

3. Y (aeR):(a-1=aq|

1. V(aeR):3((—a)eR):(a+(—a)=0
2. V(aeR):|la#0)=(3(a'eR):(a-a'=1])|

Ordnungsaxiome

1. Trichotomiegesetz: ¥ (a,h€R):((a<b) XOR (a=b) XOR (a>b)| (nicht ,Dichotomie?*)
2.
1. V(a,beR):|la<b|=(V(ceR):la+c<b+c))|
2. V(a,bEIR):((a<b):«(V(CEIR):((c>0)=(a~c<b-c))))
3. Vollstandigkeitsaxiom: Jede nach oben b eschrankte Teilmenge von IR besitzt ein
Supremum.

Definition: induktive Teilmenge

Eine Teilmenge M <IR hei3t induktiv, wenn sie folgende Eigenschaft hat:
1. 1eM (1 ist Einheitselement)
2. [3(a):laeM)|=|(a+1)eM)

Beispiele fur induktive Teilmengen

Z
R
R
IN
N= () (M)
MR : IN ist die kleinste induktive Teilmenge
M ist induktiv

Induktionsbeweise

Definition: Vollstandige Induktion

Es existiere eine Aussage A(1). Wenn fir alle Aussagen A(n) gilt, dass, A(n)=A(n+1),
dann heif3t diese Aussagen-Kette vollstandige Induktion.

Satz
Sei M={n€IN|A(n) ist richtig] . Dann gilt:
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M €N
M ist induktiv
Daraus folgt aber:
INSEM
Das bedeutet aber: M =IN
Das heiBt, dass die Aussage A(n) fiir beliebige n€IN gilt.

Beispiel

Sei meine Aussage: A(n)={nEIN 2">n21~ )

Induktionsanfang

Im Falle A(5) muss also gelten: 2°>5%=32>25 . Dies stimmt offensichtlich.

Induktionsschritt

Vorraussetzung: Es gelte A(n), also 2">n*.
Behauptung:  A(n+1),also 2""'>(n+1)

Beweis: 2"1=2.2">2.1°
2-n’=(n+1)
2 2
2; n_+1 = 1+l
n n
2
1 1 36
>5)= (142 |<[14+2 | =22 <2
I 5): n 5 25

Definition: Betrag

x VY (x=0)
—x V(x<0)

Sei x€R . Dann definiere ich den Betrag wie folgt: |x|= =max (x,—x)

Eigenschaften
1.
1. |x|>0
2. (|x|=0]=(x=0
(A,erR):(‘/\-x‘z‘/\‘-|x|)
(x, yER):(|x+y|<|x[+[y]|
(x, yER):(||x[=[yl|<|x— ||
Beweis:
1. V(x,yeR):(|x|=x—y+yl<lx—y|+y]
2. ([lxl=|yl<lx =yl AllyI=lxl<lx=yll]= [lx|- [ yll<x =y
5. V(x,yeR):((|x|<y|=-y<x<yl

2. VY
3.V
4. VY

Manchmal sind Fallunterscheidungen bei Aussagen mit Betragsfunktionen notwendig:
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Beispiel

Zu l6sen sei die Aussage: |x|+[3—x|<5
1. Wenn x<0, dann gilt:
—x+3—x<5
=2-x=-2
>x=-1
=x€[-1,0]
2. Wenn 0<x<3, dann gilt:
x+3—x<5
=3<5
= x€0,3]
3. Wenn x>3. Dann gilt:
x+x—-3<5
=>2-x<8
=>x<4
3,4
>XEL
Damit ist die Lésungsmenge L=|—1,0/U]0,3[U[3,4|=|-1,4].

Beispiel fiir Induktionsbeweis

nn+1| ?

2

Behauptung: Zn: ( k3)=
k=1

Induktionsanfang

Fir n=1 ist die Aussage trivial.

Induktionsschritt

Es gelte die Aussage fiir ein gegebenes 7 .
Behauptung: 'il )= (n+1){n+2] 2

— 2
N

Beweis: > (k3)
k=1

3
——

n

K +(n+1)

k=
n-(n+1]|
2

—_

2
+ln+1

)3

2
n

4
(n+1)2-(n2+4-n+4)
4
\n+1){n+2)
2

2

=(n+1| +n+1

2
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Beispiel fiir Induktionsbeweis

(noch ein Beispiel)

Es gelte:
! nn—1)-.. ln k+1)
Y (k,neN):|[0<k< "
(k,n ) ( n):> k k'(n k) 12 H
Weiterhin definiere ich 0!=1
Behauptung: n n | [n+1
k| \k+1) \k+1
Beweis: n n|_ n + n!
k| \k+1] kVn—k)! (k+1)-{n—k-1)!
!
#(k—Fl—f—n—k)
(k+1)1-(n—k)
!
S
(k+1)!-(n—k)!
(n+1]!
= n+1-k-1]
(k+1)1-(n—k)!
_(n+1
k+1
[...hier fehlt vielleicht etwas...]
n n+1
:Z n Q -y +an+1+bn+1zz IHjl _aj.anrlj)
=1 J =0
Beispiel fur Induktionsbeweis
(noch einer)
la+b|" "' =(a+b)- (a+b)"
=la+b| Z ak-b"k)
% n k+1 ygn—k . n k gn—k+1
— -a b + -a b
R O R
n+1
— 'Clj'bn_j+1 -a bn j+l)
2 2
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Beispiel

Heute gehalten durch Ugur Abdulla.

[Tafelbild]
Beispiel fiir Induktionsbeweis
. . "_ - [[n kopn—k n\__ nt
Y (a,beR): ¥ (neN):|(a+b) ;;) A NN PRy
<k<n)-[" no|_[(n+1
RAU O 4 A P el
Intuitive Erklarung
nk 01234
01
111
2121
31331
414641

Beispiel fiir Induktionsbeweis

(
\a,, 0y, ..., a,

Beispiel fur Induktionsbeweis

VY (neN): ([x>—1)=>(11+x)">1+n-x))
Sei Aussage A(n)z((1+x)">l+n-x)

Indunktionsanfang

Aussage A(1)=(1+x=1+x]
= A(1)=wahr

Indunktionsschritt

Aus Aussage A(n) schlieBen wir auf A(n+1)

(T+x)/"" =1+x){1+x["
>(1+x){1+n-x|
=1+n-x+x+nx’

>14+(n+1)-x
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Schranken

Definition: obere Schranke
Sei M <R . Eine Zahl c€R heiRt obere Schranke von M, wenn Y (x€M):(x<c|

Definition: untere Schranke

Sei M <R . Eine Zahl c€R heiRt untere Schranke von M, wenn YV (xeM):(x>c]

Definition: nach oben beschrankt

Sei MSRR. Die Menge M heildt nach oben beschrankt, wenn es flir M eine obere
Schranke gibt.

Definition: nach unten beschrankt

Sei MCR. Die Menge M heiBt nach unten beschrankt, wenn es flir M eine untere
Schranke gibt.

Definition: Supremum

Sei M <R . Eine Zahl c€R heil3t Supremum von M (geschrieben als sup(M)), wenn ¢
die kleinste obere Schranke von M ist.

Eigenschaften

Sei MSR und c¢=sup(M ). Dann muss gelten:

1. V(xeM):[x<c|

2. V(e>0):EI(xeM):(x>c—e)

Definition: Infimum

Sei M <SR . Eine Zahl c€R heiBt Infimum von M (geschrieben als inf(M)), wenn ¢ die
groBte untere Schranke von M ist.

Eigenschaften

Sei MSR und c¢=inf(M) . Dann muss gelten:

3. YV(xeM):(x=c|

4, V(e>0):EI(xeM):(x<c+e)

Definition: Maximum

Sei MR . Wenn sup(M)eM, dann heiBt sup(M) Maximum von M (geschrieben als
max (M) ).

Definition: Minimum

Sei MSR. Wenn inf(M)eM, dann heiBt sup(M) Maximum von M (geschrieben als
max (M) ).
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Definition: beschrankt

Sei M <R . Die Menge M heiBt beschrankt, falls M nach oben und nach unten beschrankt
ist. Dies ist gleichbedeutend mit dem Fall 3(c€R):V (xeM):||x|<c|.

Bedeutung der Axiome der reellen Zahlen

Eine Menge, die die Axiome der Menge der reellen Zahlen erfiillt, ist isomorph zu den reellen
Zahlen. Mengen, die nicht alle Axiome erfiillen, sind nicht isomorph zu den reellen Zahlen:

Beispiel

Q erfillt die Korperaxiome, die Ordnungsaxiome, aber nicht das Vollstandigkeitsaxiom.
Beispiel

M= xEQ‘x <2 Diese Menge M <SQ hat kein Supremum, weil das Supremum dieser
Menge 2 ist und V2¢Q.

Mit diesen Axiomen konnen wir das Archimedische Axiom beweisen, was besagt, dass IN
nicht nach oben beschrankt ist. Dies konnen wir beweisen, mit Hilfe des Vollstandigkeitsaxiom.

Beweis: Archimedisches Axiom.

INCIR . Aus diesem Grund muss das Vollstandigkeitsaxiom fiir IN gelten.

Ich nehme an, es existiere ein c=sup(IN). Das heildt, dass folgende Bedinungen gelten

mussen:

1. V(neN):(n<c|

2. c ist die kleinste obere Schranke. Aus diesem Grund darf c¢—1 keine obere Schranke sein.
Das heiBt: 3(n,€N):(n,>c—1]. Dies bedeutet aber 3(n,€N):(n,+1>¢|

Da IN eine induktive Menge ist, muss gelten (n1+1)€IN . Das ist aber ein Widerspruch zur

Existenz einer oberen Schranke. Also kann es keine obere Schranke von IN geben.

Beispiele
inf (0,1|
~3(min(]0,1[|
sup(|0,1/|=1=max(|0,1]
Sei M=|-1,2[U 3 . Dann gilt:
inf (M)=—1
sup (M )=3=max (M)
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Datum: 15.04.2003

Organisatorisches

Dozent
heif3t , Kithn“
Sprechzeit: Mittwochs, 14..15 Uhr, Raum 4-15
Tel: 0341-97-32148
e-Mail: kuehn(@math.uni-leipzig.de
Ubung von Dr. Schulze Montag, 9.15 Uhr
Raumaéanderung
neuer Raum: SG 3-37

[...zu spat weil es der Lokftihrer nicht notig hatte, die Ttiren freizugeben...]

zu zeigen ist:
a) J(sup(M)), c=sup(M)ER

b) ¢"=a
Zu a):
Zu zeigen ist:
M ist nach oben beschrankt (also nach dem Vollstandigkeitsaxiom:
c:=sup(M))
also: s:=max(1,a) ist die obere Schranke von M
also: V(x):((xeM|=(x>s)
also: V (x):|(x<s|=(xg M|
1. Fall: 0<a<l1,also s=1
Sei x>1.
Dann misste gelten: x">1"=1>q, also x">a
also x¢M
2.Fall: a>1,also s=a.
Sei x>a.
Dann miisste gelten: x"=x-x""'>a-1""'=a-1=a,
- also x¢M
[...Tafel abgewischt...]
zub):
[...Tafel abgewischt...]
zu zeigen ist: c"=a

genau zu zeigen ist: Die Relationen ¢">ag und ¢"<a gelten nicht.
Wir machen einen indirekten Beweis:
Wir nehmen an:
c"#a , das heiBt es gilt
entweder ¢">a
oder c"<a
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1. Fall: c">a:

Beispiel

Wir wenden die Operation - an mit x=c, y=c—e, wobei €€|0,c|

beliebig ist (spater wahlen wir aber ein spezielles € )

n—1
c"— (c—e)n=e-z (ck-[... abgewischt...])= [...abgewischt...]
k=0

[...Tafel abgewischt...]

n

N : : c—

Wir wéhlen jetzt: €:=min|c,——=1|, €>0 nach Annahme.
n-c
n n n
=|c"—|(c—€| =2c —a
n

= aZ(c—e

:V(xeM):(x"<a<(c—e)n=x>c—e), das heiBt: c—e ist obere

Schranke von M

Das widerspricht aber: c=sup(M) (also c ist die kleinste obere Schranke

von M)
also ist die Annahme falsch.
[...Tafel abgewischt...]
2. Fall
[...Tafel abgewischt...]

Definition: Rationale Exponenten

n -r 1
Sei r=% /\(m,nEIN)/\(a>O).Wir setzen " :=Vq", @ -'=?.
Bemerkung

Noch zu zeigen ist, dass die Definition ist unabhéngig von der Darstellung von 7, das hei3t: zu

(=Y.

zeigen ist: (r =P
nq

Definition: beliebige reelle Exponenten

[ r

Wir definieren fir (a>0|A(x€R|A(x>0): ax:=sup(1a ‘(0<r<x)/\(r€Q”) .

Bemerkung

Das heif3t, dass die Potenzgesetze erhalten bleiben (fiir alle Potenzen, die definiert sind).

Bemerkung

J—8=—2 ist eine sinnvolle Definition (in IR ), da (—2)3:—8 )

Aber: Vorsicht mit den Potenzgesetzen.
1 2

Dies zum Beispiel _, :(—8)52(—8)32 *6/(—8 P—Y64=2 ist ein Widerspruch.

Fazit

Fir unsere Definition der Potenzen ¢ gelten die Potenzgesetze, falls a>0 .
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Bemerkung

Nach Potenzgesetzen gilt: V (a€R"):(a"=a'"'=a-a '=a 1=1 .

a
Das heil3t, dass eine Definition V(aelR):((aiO):(aO:l)) »passt* zu den Potenzgesetzen und
0° kann nicht sinnvoll definiert werden.

1.5 Einige wichtige Ungleichungen

Motivation

Ungleichungen liefern sogenannte ,Abschétzungen®, eine typische Technik der Analysis, die
man durch Ubung erlernen muss.

Satz: Ungleichungen von arithmetischem und geometrischem Mittel
1
“ n a,+a,+...+a .
YV (neN):¥(a,,a,,...,a,eR"):||]] \a, )| =Va,-ay....a,<— 2n : =%z )
k=1 k=1
Gleichheit gilt genau dann, wenn a,=a,=...=a,:

e N

Der Beweis beruht auf folgendem

Lemma

=1 gegeben. Dann gelte: | [a;||>n. Gleichheit gelte
k=1

k=

n
Sei neN, a,,...a,>0 mit ( la,|
genau dann, wenn a,=...=a,=1 .

Beweis

Vollstandige Induktion nach n (also Anzahl der Summanden | Faktoren a)

Induktionsanfang
Sei n=1 . Dann gilt:

e

k=1

:alzl

1

Z (ak)

k=1

,okay“

= =a,=121

Induktionsschritt

Voraussetzung

Das Lemma gelte fir n€IN
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Behauptung

Das Lemma gilt auch fir n+1 .

Beweis

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei a,=a,>...2a,>a,, >0 .
n+1

I1 )

k=1

Aus =1 folgt ¢:= Max (a,f), a,,+1=rnin(ak)<1

12k>n+1

Ware a,<1, dann wirde folgen: a,-a,....a, ;<1 (weil (a1<1)A(a2<1)A...A(an+1<1)),
Dies ist ein Widerspruch.
Waére a,,,>1, dann wiirde folgen: a,-a,....a,.;>1 (weil (a1>1)/\(a2>1)/\"'/\(an+l>1)).
Dies ist ein Widerspruch.

Schreiben wir a,,a,,, inder Form a,=1+x a, ,=1-y mit x, y>0.

(1) (a,a,,,)a;...a,=1
=a,-a,t1+a,+...+a,zn
2)a;a,, ,=1+x1-y|=1+x—y—x-y<l+x—y
a,+a, ,=l+x+1-y=1+(1+x—y)=1+a,a,,,
Aus (1)+(2) folgt: a,+a,+...+a,, ,=n+1 .

Gleichheit gilt genau dann, wenn Gleichheit in (1) und (2) gilt, und dies gilt genau dann, wenn

la,a,, =l=a,=a,=...=aq, /\((x-y=0):>((x=0)\/(x=0))@(a1=12an+1=1))

Beweis

der Ungleichung von arithmetischem und geometrischem Mittel.
Sei g:=Va,....a,>0

=>g"=a,-a,...qa,

a, a, an_l

g2 8 g

al a2 an
>—+—+...+—=n

g 8 8

a,+a,+...+a,
=»>g=Va,-a,....a,<— 211
Gleichheit gilt genau dann, wenn Gleichheit im Lemma gilt, also genau dann, wenn

a, a, a,
—=—=_..=—" also genau dann, wenn a,=a,=...=a, .
g 8 4
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Datum: 17.04.2003

[...zu spat...]

Induktionsbeweis

a +...+a
Y (neN):Y (a,,a,,...,a,>0): "al-...'anéf
a,+...+a
YV (neN):V(a,=a,=...=a,>0): "cq...-a,;%
Satz: Variante der Bernoullischen Ungleichung

(von Bernoulli (1654..1705))
V(ae}o,1}).-V(xe[—l,oo]);((1+x)“<1+o<-x)
Gleichheit besteht genau dann, wenn o=1 (dies ist trivial).

Beweis

m
X=—].
n

Dann gilt: (ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei: «<1, also m<n)

m

1. Fall: Der Exponent « ist rational, also I(meZ):3(nZ?):

(1+x)“=(1+x)"7
=V(1+x]|"

=V[1+x).. [1+x)1-..1
<m-(1+x)+1n—m'i«1

\7’1

_n+m-x

_7’1

m
=l+—x
n

=l+a-x
2. Fall: Der Exponent « ist reelll also nach der Definition gelte

(1+x)“:sup({(1+x)r‘(reQ)A(0<r<o<)})
Fir x=0:
Sei e€eR".
Nach der Definition des Supremums EI(reQ):((0<r<o<):((1+x)r>(1+x)a—e))
(das heil3t, dass es keine obere Schranke von M ist.)
>1+x'<1+x/+e<l+r-x+e<l4+a-x+e

=V (eeRY):[[1+x [ <1+acx]

[...]
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Satz: Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

V (neN):¥ (a,,a,,...,a,€R): Y (b,,b,,...,b,€R):

Euklidisches Skalarprodukt (Wiederholung aus der Linearen Algebra)
xy=2 |a;b,)
i=1

): lxll- =T, ]

Die Ungleichung besagt:
[, yll<lleHEy

V (neN):Vx, yeR"|:

V (neN):V(xeR"

Beweis
Wir setzen A:= Z(aiz) , B:= (biz)).
i=1 i=1
a; b2 1 a; bf
A’ B 2 A* B

Wenn (A=0|V(B=0/, dann ist nichts zu zeigen, da dann auf beiden Seiten der Ungleichung 0
stehen wiirde.

Seien also (A>0|A[B>0].
. 1 |«
D It: —— .
ann gi YW > |, b,||<

i=1

l
=\ A B2 T2

Die Multiplikation mit A-B ergibt die Behauptung.

Satz: Minkowskische Ungleichung

Z()

n

Z(a+b))

i=1

1
2_

V (neN):V (a,,b,€R):

Wiederholung aus linearer Algebra

V (x, y€R):(llx+ yll<lxll+[] Il

Bemerkung

Diese Ungleichungen lassen sich verallgemeinern (obiges Beispiel).
1. AGM-Ungleichung:

V(0<o;<1):

((a1+a2+...+an=1)/\(al,a2,...,anZO))ﬁ(H
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)

(in der bewiesenen Form V/(i): o<i=%

2. Cauchy-Schwarz: (p=2|=(p'=2)
Verallgemeinerung (Holdersche Ungleichung):

Sei 1<p<w, L,—kl:l.
p p

n

Zn@bﬂ

i=1

n

(g

i=1

<

Dann gilt: V (n€N):V (a,,b,€R):

1y 1

”-(Z 5] ))” )
1

3. Minkowski gilt uch fiir Exponenten 1<p<w anstelle p=2.

1 5 o

i=1

n

2 (Ja+b]|

i=1

n

2 (la|

i=1

1 1
P p
< +

Die erweiterte reelle Achse

R:=RU/—o0,+0o0|
Ordnungsaxiome:
YV (a€R):|—cw<a<+o)
algebraische Operationen:
VY (aeR):|+wo+a=+x]
VY (a€R):(—w+a=—ow|
YV (a€R):[+w0-a=+o
nicht definierte Ausdriicke:
—00+00

0-00

o0

o0

Mit dieser Definition bleiben alle Rechenregeln, die in R gelten, auch in R giiltig, sofern alle
auftretenden Ausdriicke definiert sind.

Bemerkung

(ﬁ, +, ) ist kein Korper mehr. [Claus Stadler: ,,Ist es dann ein Geist?“]
2. Folgen
2.1 Grundbegriffe

Definition: reelle Zahlenfolge
Eine reelle Zahlenfolge ist eine Abbildung f:IN—IR, die jeder nattirlichen Zahl eine reelle
Zahl zuordnet. Dabei heit a@,:=f(n) n -tes Folgenglied.

Schreibweisen

i, la,

o0

.1 und andere

n=1» (an
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Beispiel 2.1Grundbegriffe

Beispiel

k
n,=2

n,=k -te Primzahl

Definition: nach oben beschrankt
heiBt nach oben beschrinkt, falls 3(c€R):V (n€N):| an<c)

Eine Folge |(a,

Definition: nach unten beschrankt

heiBt nach unten beschrinkt, falls 3(c€R): V (neN):|a,>c|

Eine Folge |a,

Definition: beschrankt

Eine Folge (an) heil3t beschrankt, falls (an) nach oben und nach unten beschrankt ist.

Definition: monoton wachsend

Eine Folge [, heit monoton wachsend, falls gil: ¥ (n€N):(a,,,>a,|

Definition: monoton fallend

Eine Folge (a,,) heit monoton fallend, falls gilt: ¥ (n€N):(a,,,<a,|

Definition: streng monoton wachsend

Eine Folge (a,,) heiRt streng monoton wachsend, falls gilt: V (n€N):|(a, +1>an)

Definition: streng monoton fallend

Eine Folge (an) heiBt streng monoton fallend, falls gilt: V (n€|N)-'(an+1<an)

Definition: Teilfolge

a

ny

[st (nk):ﬂ eine streng monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen, dann heil3t ::1
a,l.

n=1 -

Teilfolge der Folge

Beispiel
1y
'S k:1’ 2" k=1

anschaulich:
Wir greifen aus der Folge (an
neu.

unendlich viele Folgenglieder heraus und nummierieren diese
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¢ 11 1 1 1 1 1 1
2 3 4 5 16

alter

Index 1 2 3 4 5 6 9 16

neuer

Index 1 2 3 4
- s 111

Teilfolge (a,n,_ 1, 1916

Definition: Grenzwert

Eine reelle Zahl a€R heilBt Grenzwert (,Limes“) einer Folge (a,,), falls gilt:
V(e>0):EI(nOEIN):V(n>n0):(|an—a|<e)

Bemerkung

1. Schreibweise: a,—a, a4, = a
2. Sprechweise:
a, strebt gegen a
a, konvergiert a
3. aeR ist nicht  Grenzwert der  Folge (a,,
El(eo>0):V(neIN):EI(k>n):(‘ak—k|>€0) , genau dann wenn

3(e,>0). 3 (unendlich viele Folgenglieder a,): (|ak—a‘>eo)

genau dann, wenn

4. anschaulich: V(e>0) liegen fast alle Folgenglieder (das hei3t: alle bis auf endlich viele) im
Intervall }a—e,aﬂ—:[
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Datum: 22.04.2003

Definition: konvergiert gegen

Elne Folge (an) konvergiert gegen a€R , falls gilt:
‘v’(e>0):3(nOEIN):V(n?no):(|an—a‘<e)
(das heif3t: fur alle €>0 gilt fir ,fast alle” 7:

an—a|<e )
Satz: Eindeutigkeit des Grenzwertes

Der Grenzwert einer Folge ist eindeutig, falls er existiert.
Beweis

Annahme

Sei |a, eine Folge, die gegen a und b konvergiert, wobei a#b. Dann setzen wir
€:=la—b|>0.

a

Schlussfolgerung

Dann existieren n,,n,€IN mit

YV (n=n,): AV (n=n,):

an—a\<§ an—a\<§

+

:>‘v’(n>n0:=max(n1,nz)):(e=|a—b|=‘(a—a,,)+(an—b)‘<|a—an an—b|<e)

Damit ist die Annahme falsch, der Satz bewiesen.

Definition: konvergent

Eine Folge (a,| heiBt konvergent, falls H(aEIR).'(lii?o(an)za)

Definition: Nullfolge
=0

Eine Folge (an) heil3t Nullfolge, falls }g?o a,

Definition: divergent

Eine Folge (an heil3t divergent, wenn sie nicht konvergiert.

Definition: bestimmt divergent

hei3t bestimmt divergent gegen +oo, falls gilt:
YV (C>0):3(nyeN):V (n>ny):(a,>C| . Schreibweise: lim |@,|=+oo

—00

Eine Folge (a,,

Eine Folge (an) heil3t bestimmt divergent gegen — , falls gilt:
YV (C>0):3(n,€N): ¥ (n=>n,):(a,<C| . Schreibweise: }lim |a,|=—c

—00
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Bemerkung 1

Oft sagtman (etwas inkonsequent), ,, (an) konvergiert gegen +oo “. Besser ware: ,, (an) divergiert
bestimmt gegen +oo “

Eigenschaften

Es gilt:
a) (an).z'stNullfolge()ﬁ a,||.istNullfolge ()
b) ((‘v’(nelN): ‘an|<bn))/\ (bn).istNullj“olge())): (an).istNullfolge())
[lim (b,|=0|=(V (¢>0):3(n,eN): ¥ (n>0):|a,|<b,=|p,]=|b,.0|]<c|

Unsere nachsten Ziele sind:
Satze Giber konvergente Folgen ( insbesondere Rechenregeln fiir Grenzwerte)
Berechnung spezieller Grenzwerte

Satz

a

ny

=1 8egen

Eine Folge (an)nil konvergiert genau dann gegen a€R , wenn alle Teilfolgen
den selben Grenzwert konvergieren

Beweis

Voraussetzung

Sei lim|a,
n—oo

wobei €>0 beliebig vorgegeben ist.

=a | das hei3t: fast alle Glieder der Folge (an):zl liegen im Intervall (a—e,a+e ,

Beweis
Das gilt dann auch fiir fast alle Glieder der Teilfolge (ank ::1 :
Kontraposition: Wir zeigen: fiir jede Teilfolge |a, | gilt: (|, kj’wa)zﬁ a, - a )

B ank—>a) , das heiB3t: 3(€o>0)-'050|(k6|N)-'( %“4260) =-(a,~a|

Beispiel

n

Sei a,=—1/".
Dann gilt:
(lim(az,n)zl)/\(lim(az_nl =—1)

n—o0

=>(an) ist nicht konvergent, also divergent.

Satz: Elementare Grenzwerte 1

1. V(x>0): =0

o
n

lim

n—oo
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Beweis
1

(24

1
Sei €>0.Wir wahlen n,€N mit n,>
€

Dann gilt:
YV (n=n,): L—0 =L<L<e
n® n* ny
Satz: Elementare Grenzwerte 2
o lim[¥n)=1
Beweis

Wir benutzen die Bernoullische Ungleichung V(((xe}o,1[)/\(x>—1)):((1+x)“<1+(x-x) mit

2
x=+n und o<=;.

Dann gilt:
12 2, 5
V (n>2):|1<¥n=\n> <(1+&)”<1+;&=1+T . Zu  gegebenem  €>0  gilt:
n
2
2 2
1+—=<l+e|e(n>|—
Vn €

2

Wir wahlen n,€NN | sodass 7,>

Dann gilt: V(n?no):(|%—l|<e)

Satz: Elementare Grenzwerte 3.1

3.
1 ‘v’(|a|<1):(1im

a—oo

a, =0)

Beweis 1

Sei a=0. Dann gilt: :(,111_{2 (a"):())

Beweis 2
Sei a#0 . Dann gilt:

Sei x:=-—1>0
|al

Aus der Bernoullischen Ungleichung V(((xe}o, 1[)/\[x>—1)).'([l+x)“<1+o<-x) folgt:

laf'<——]
n-x

=

=(14+x|">14+n-x>n-x

|af

Seite 20 von 138



Beispiel 2.1Grundbegriffe

Sei €>0 gegeben, so wahlen wir ein n,€IN , sodass ———<€.
0

Dann gilt:

Y (n=n,) 1

af<-L<
n-x nyx

<€

=lim (a"]=0

n—a

Satz: Elementare Grenzwerte 3.2
2 ‘v’(a=1):(lim[an)=1)

a— 0

Beweis

Sei a=1.
Dann gilt: lim(a")=l

Satz: Elementare Grenzwerte 3.3

3. v(a>1)"(lif}o(an)=+°0)

Beweis

Sei a>1. Zu zeigen ist: }li_fg(an):'*‘oo, also V(C>0):El(noeIN):‘v’(n>n0):(a”>C). Dies gilt

' 1
genau dann, wenn 2 =ln <% . Aus dem Beweis von Satz 3.1 folgt: lim o =0, das heil3t
a n—oo
1
(wir nehmen (__-:l) V(€>0):3(n,€N):V (n=ny):||—|<e=—=].
C a C

Satz: Elementare Grenzwerte 3.4

4 V(a<—1).-( 3(11 (an))

a— oo

[an der Tafel stand lediglich V(a<—1):( El(lim (an))) ]

a— oo

Beweis

Sei a<—1.
Daraus folgt:

( o

Dies ist ein Widerspruch zur Eindeutigkeit des Grenzwertes, also ™3 (lim (an))

n—oo

A 2

lim (a,,,,|=lim ((a

n—

lim [a,, |=lim |a%"|=+o

n—o0 a— 0

a— oo

Satz: Elementare Grenzwerte 4
4. ¥V (xeR):|(lal<1]=|1im | |=0
n—-ow |\
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Beweis 1
Sei «<0, also n“<1 . Dann gilt:
1 1

<—=—
o \lal] ==
(24

Aus der Bemerkung folgt: lim n_n =0.

n—-o \ 4

(X n

n
n

a

Beweis 2

Sei «>0. Dann gilt:
1 1 «

‘a‘3>1.Wir wahlen bER mit 1<b<\a\;'Wir setzen c:=%<l.Wir wissen:

lim(%)zl . Daraus folgt: 3(n,€N):V (n >n1):(%=b) , also

n—oo

3(¢>0):3(n,eN):V (n>n,):(Vn=b=1+¢|
lim n—ooc"|=0 . Daraus folgt: ¥ (e>0):3(n,€N):V (n=>n,): c"<e)
=V (n>n,:=max(n,,n,)): n_n_ (\/E) <z =c"<e
a'| | la|l | \ldl

Bemerkung

1000000
Die Exponentialfunktion wéchst schneller als jede Potenz, etwa lim =0,

n—oo

(1.000001/"

2.2. Satze Uber konvergente Folgen und Berechnung von Grenzwerten

Satz: notwendiges Konvergenzkriterium

Jede konvergente Folge ist beschrankt.

Beweis
Seien }lim a,/=a€R  Ays der Definition d es Grenzwertes (wenn wir e=1 setzen)

3(n,eN): (n>n ):||a a|<1) folgt:

Y (n=n,): (an a,—al+a|< —a‘+|a|<l+|a|)

=V (neN): ( ‘al H)) , das heiBt: |a,| ist beschrankt.
Bemerkung
Die Umkehrung des Satzes gilt nicht. Zum Beispiel ist a,=(—1/" beschrankt, V(HE|N).'( a, =1)
, aber ﬁﬂ(iin?w(an ), denn iin?w(a2~n):1¢_lzig?o(a2~n+l). Dies ist ein Widerspruch zur

Eindeutigkeit des Grenzwertes.
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Satz: Addition, Subtraktion von Grenzwerten

Seien |a,, |b,] konvergente Folgen. D ann gilt: a,xb,|.istKonvergent() und
lim((anibn =lim (a,|*lim (b,

Satz: Multiplikation von Grenzwerten

Seien |a,/, [b,] konvergente Folgen. Dann gilt: |a,b,|.istKonvergent() und
lim ((an-bn) =lim (a,|-lim (b,

Satz: Division von Grenzwerten

Seien (an), (bn konvergente Folgen mit }Zif;(bn

a
#0  Dann gilt: (b—").istKonvergent() und

lim|a,

n—oo

lim (b,]

n—oo

n

b

lim

n—oo

n
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Datum: 24.03.2003

Rechenregeln fur Grenzwerte

Satz: Addition von Grenzwerten

b,

konvergierende Folgen mit lim[a,|=a | lim[b,|=b  Dann gilt:

n

Seien |(a,|,

lim @, %b,|=a=b

n

Satz: Multiplikation von Grenzwerten

Seien (a,), (b, konvergierende Folgen mit lim(a,|=a  lim(b,|=b  Dann gilt:
lim(a, b,|=a-b

Beweis

fir a,b€R . Sei €>0 . Dann gilt:

a,b,—a-b|=|a,b,~a,b|+|a, b—a-b||<|a,||b,~b|+|a,+a||b| . Es ist:
YV (n=n,): bn—b|<€) und
V(n?nz):(|an—a|<€) und
a,|<C

a,| konvergiert und ist damit beschankt.
Daraus folgt:
V (n=ny:=max(n,,n,)):

a,'b,—a-b|<[C+|p|-€|

Beispiel
8+ 243 | tim(8+1+2| 8+7-dim (<|+31im [
. 8.n3_|_7.n2+3 . n n3 n—o n n n—oo n—w \ N
lim — =lim 5 = . =2
n n— o n n—o \ N
Satz: Division von Grenzwerten

Seien (a,|, [b,| konvergierende Folgen mit lim(a,|=a | lim(b,|=b und b+0.Dann gilt:

1.°° a,| a
im|— |==
n \b,| D
Bemerkung

Die Satze gelten auch, falls (a=iOO)\/(b=iOO), sofern die Ausdricke auf der rechten Seite
definiert sind.
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Bemerkung

Die Satze besagen: Die Grenzwertbildung und allgemeine Operationen -+-, -—- - —

K ’

kénnen vertauscht werden. Also z.B.:
Wenn (a,,, bn) konvergieren, dann Kkonvergiert auch (an'bn) und es gilt
lim|(a,b,|=lim (a,|-lim (b,

Bemerkung

lirr;(an-bn) folgt im allgemeinen nicht die Existenz der

Aus der Existenz des Grenzwertes —

beiden Grenzwerte lij?o(an) und ’llljg(bn)

Beispiel
. 1 wenn n gerade ist
. _ |1 wenn n gerade ist .
Seien a,= ., b,=11 .
wenn n ungerade ist o vemnn ungerade ist
Satz: Monotonie des Grenzwertes

(Dies bedeutet die Vertraglichkeit des Grenzwertes mit der Ordnungsstruktur in R ).

Seien (a,|, (b,) konvergierende Folgen mit 1ij£10(an)=a und igg(bn):b . Dann gilt:
(V(nan): a,<b,||=la<b]
Beweis

wird indirekt geftihrt:

Annahme: a>b . Sei €.'=a—;b>0 . Dann gilt:

El(nz,n3€IN):((V(n>n2):(an—a|<e))/\(‘v’(n>n3): bn—b‘<e)))

V (n,:=max(n,,n,,n,)): bn0<b+e=b+a;b=a;b=a—a;bza—e<an0
Dies ist ein Widerspruch.

Satz: Monotonie des Grenzwertes (Sandwitch-Theorem)

(Dies bedeutet die Vertraglichkeit des Grenzwertes mit der Ordnungsstruktur in IR ).
=a und 'lli_rg(bn):b . Dann gilt:

=a)

Seien (a,, (b,], [c, konvergierende Folgen mit ii_rg(a,,

((‘v’(n>n1):(a,,<cn<bn))/\(a=b))='

\c,|. konvergiert () A (lim c,

Beweis
Sei €>0.Dann El(nz,n3€IN).'((V(n>n2).'( bn—a‘<e)))

=>V (n=n,-=max(n,, n2,n3)):(a—e<an<cn<bn<a+e) , das heiBt insbesondere

an—a|<e))/\(‘v’(n>n3):
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YV (n=n,:=max (n,,n,,n,)): Cn—a|<€)

Satz

Sei (an) konvergierend und }g‘}o a,/=a>0 " Dann folgt fur alle Exponenten p€R:
lim{a,”|=a”

Beweis

Ohne Beschréankung der Allgemeinheit sei (V(nEIN):(an>O))/\(a=1). (Falls a#0 ist, gehe

=tim (b,|=1 = _L_jim (q,”)=1im [5,”

Cl'p n—oo n—oo

man zur Folge b, .'=% tiber. =1)

1. Fall

Sei peIN. Dann folgt der Satz aus ’llifgo(an'bn):hm (an)-lim (bn) (angewandt auf b,=a,) und

n—oo n—oo

vollstandiger Induktion.

2. Fall

Sei (meIN)/\(p=—m) . Dann gilt:

lim(a,”|=lim (@, "|=lim | — |=— 1 —= 1 m=Lm=ap
n—o n—ow n—ow an llm an ) (hm(an)) a

3. Fall

_ . 1
a,/=1  Nach Voraussetzung gilt dann: lim (—)Zl, das heiBt: Die

n—oo n

Sei p=ac0,1], lim

1
Folgen x,:=a,—1 und yn-‘=a——1 sind Nullfolgen.

n

Sei n€IN (beliebig, aber fest)
Falls a,>1:
0<a,"—1=(a+x, —1<l+a-x,—1<x, (Angewandt wurden: (die Bernoullische
Ungleichung) und ( (0 <<l )/\ (xn>0) ))
Falls a,<1:
1

—-1

- <an°"((yn+1)af1)<1+o<~yn—1<yn
a

|

0<l—a“=a™

n n

=V (neN):| n

xn

an“—1|<

+

Xn| T\ Vn

ist eine Nullfolge

]

2'xn

ist eine Nullfolge
+|\ Wy

Daraus und aus der Monotonie des Grenzwertes folgt also, dass (an“—l) eine

Nullfolge ist, also gilt: lijll (an“)zl )

ist eine Nullfolge
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4. Fall

Sei peR.
Ist peZ , dann haben wir das schon bewiesen.
Ist p¢Z , dann EI!(meZ):EI!((xe}o,l{);(p:m-ﬂx

lim (an“):a"-a“:a”
n—

: P m
lim |a, a,

n— oo

_ . m X__ 1
=a, -a, =lim
n—oo

Satz: Stolzscher Satz

(von Otto Stolz, 1842..1905, 6sterreichischer Mathematiker)
Sei (bn

eine streng monoton wachsende Folge positiver reeller Zahlen mit ,11152 (bn)zoo . Dann

a,.,—4a,

bn+1_bn

an

=lim falls der rechte Grenzwert existiert.

n—ooo

gilt fir alle Folgen (a,,) : lim

n—oo

n

Bemerkung

Der Satz gilt auch, falls der rechte Grenzwert =% .

Bemerkung

Anwendungen des Satzes sind zum Beispiel ,,unbestimmte Ausdriicke® der Form & .

Beweis

=c€R undsei €>0.Dann

. q: an+1_an
Sei hm(b 5

n—w n+1 n
€ a,,—a, €
A(n,€N):V (n=n,): c—§<bn:_bn<c+5 (b1 —b,|>0
€ € -
=3(n,eN):V (n=n,):V (k=>n)): o by —b,|<a, —a;< c=3 | Bypy—by) |kZ
=3(n,eN):V (n=n,):||c—=| bn—bn])<an—an_1< c+§ \b,=b,_,|
an_anl €
=3(n,eN):V (n=n,): bn_bnl_c<5
Weiterhin gilt:
a, _a,—cb,
b, < b,
a,~a,|+(a, ,—cb,|+|cb,—cb,
= 7 |
_an]_C'bn]_i_ an_an| nn_bn—l C'(\bn_bnfl) Sel anl_c.bnlz:pzcons\l'
- bn bn_bn—l bn bn
p |a,—a, b,—b,
= 4 1 . 1
b, \b,=b, | b,

Seite 27 von 138



Beispiel 2.1Grundbegriffe

a, |P‘ a, _a bn_bnl
Y (n>n,): b_n_c b, " |5,-b, b V(n>n0::max(n1,nz)):(<e)
3(n,eN):V (n=n,) bﬁ fir n>n, (nach Wahl von 7, ) da |b,] monoton wachsend ist.

Folgerungen

1.

=lim ( (Folge der arithmetischen Mittel)

n—oo

.| konvergiert ()= lim

n— oo

L3

k=1

Beweis

Wir setzen im Satz von Stolz

anzz (xk) /\(bnzn) (streng monoton wachsend, }1111;10 (bn):fx )
k=1

a, —-a,

-t 8 |-t S22 i %2t
2. ((xn .konvergiert()/\(V(n):(xn>0)))=>’111glo("Vxl-xf...-xn):’lliB: Xa| (Folge der geometrischen
Mittel)
Beweis
1. Fall
Sei ’lliil;(xn =0, 0<m<% Z ) - hm =0 . Aus der Monotonie der Grenzwerte
Pl o S

folgt: ll_r,?o (m)zo

. 'xn+1
lim =
n—o xn

xn+1
X

lim('(/?n =

n—oo n—oo

3. |V (n):(x,>0|A3

n
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Datum: 29.04.2003

[...35 Minuten zu spat...]

Satz
[...]

Beweis

Genau zu zeigen fiir monoton wachsende Folge (an (Fir monotone fallende (an gehen wir
zu (—a,,) Uber).
Zu zeigen ist:
\a,|. konvergiert()=|a,|.istBeschrinkt () (dies gilt immer, weil es notwendiges
KonvergenzKkriterium ist)

\a,|.istBeschrdnkt ()=|a,

.konvergiert ()
Vollstandigkeitsaxiom: 3(a€R): (a =sup| an)

Sei €>0 b eliebig, dann EI(nOEIN):(a—e<an0
keine obere Schranke).

(Definition des Supremums, a-%epsilon ist

Aus dem monotonen Wachstum folgt: V (n=>n,): (a—e<an0<an<a) (Supremum a ist obere
Schranke).

Das heift: V(n?no).'(an—a‘<e),das heiBt: ,lligl.c(a”):a

Bemerkung

Die Formeln gelten auch fiir uneigentliche Grenzwerte (also lim | f (n)|=%w)
Beispiel

Naherungsverfahren zur Berechnung von Wurzeln

(Darauf beruht die Berechnung von Wurzeln per Computer)
Sei a>0 gegeben, gesucht ist Va.

Wir wéhlen x,ER” beliebig und definieren rekursiv eine Folge (xn)::1 durch

a
X, +—
X

n

V (neN):

'xn+1 ;

Behauptung
El(lim {:xn))/\(lim ('xn)zx/a)
Beweis

Wir zeigen zunachst
1. [x,] ist beschrankt und
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2. |x,

Daraus wiirde aus obigem Satz folgen: 3(}121; (xn))

ist monoton fallend.

1. an:E- xn+£ ZWIxn-)%:\/E?O . Somit ist Va untere Schranke von (Xn),m.
xn+1 1 a 1
= 14— <2 [14+1)=1

2. x, 2 x| 2 | , das heit V(n>1):(x,,,<x,]

:El(lirn(xn ) . Wegen 1. ist x=va>0.

n—ow

Berechnung des Grenzwertes

1
Xy ==

a
n+1 2 xn+_

X

n

a
X,+—
X

:>lim(xn+1)=lim

n—oo n— oo

1

=2.x’=x"+a
=x’=aq
>x=+Va
(x>0|=a=va

n

a
+=
X

Bemerkung

Die Folge (X,| konvergiert ,sehr schnell“ gegen +a. Dies wird spéter in ,Numerik“ genauer

behandelt.

Bemerkung

Der Nachweis, dass der Grenzwert existiert, ist der wichtige Teil des Verfahrens [der
Grenzwertbehandlung], die Berechnung des Grenzwertes selbst ist trivial.

Beispiel

X,

Sei x,:=2, V(n>1):(x,,,:=2x,]. Daraus folgt: x,=2" und }lij?o(xn):"'oo, das heiBt:
ist nicht konvergent, sie divergiert bestimmt gegen +o. Wenn wir nun die Existenz eins
Grenzwertes ]111_{?0 (xn)EIR voraussetzen, ,kommt folgender Unsinn heraus“:

Der Ubergang in der Rekursionsformel liefert:
X=2-x

x=0

Dies ist ein Widerspruch.

Die Eulersche Zahl e

(Basis von natlrlichen Logarithmen, entdeckt von Leonhard Euler (Schweizer Mathematiker,
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1707..1783), ,,dem bedeutendsten Mathematiker des 18. Jahrhunderts®)

Definition: Eulersche Zahl

n

e:=lim

n—oo

Der Naherungswert ist e~2.71828...

141
n

Zu zeigen ist als erstes, dass der Grenzwert existiert.
n n+1
11 141
n

Wir setzen a,:=
n

, b,:=

Zu zeigen ist also:

a,<b, (Dies ist klar).

\a,|.istMonotonWachsend ()

|b,|.istMonotonFallend ()
Daraus wiirde folgen: a,<a,<b,<b,, das heiBt (an).istBeschrdnktA(bn).istBeschrc'inkt() ,
und das heil3t:

El(lim(an))/\H(lim(bn))/\ lim(bn)=lim a, 1+% =1im(an)~lim 1+% =lim (a,

=1

sowie eine Fehlerabschatzung V(”EIN)"(an<lim |a,|=sup|a,|=e=lim (bn):inf(bn)Sbn)

n—o0 n—oo

Zu |a,|.istMonotonWachsend () :

Nach der Bernoullischen Ungleichung ( V(x?—l).'V(aE}O,lU:([l+xVD“<1+o<-x) ) gilt:

(mit x=l o<=L)
n’ n+1
T (PSP A S [
n n n+l n+1
:anganﬁ—l
Zu |b,|.istMonotonFallend ()
, PR O (I
Aus Bernoulli folgt (mit x—n , & - ):
TN T VI A S (U
n n n+l n+1
n n+1
= 1_l < _L
n n+1
n n+1 n n+1
11 ST 11 N niil 1= H%
1-—| (11 L 1-———
n n n+1 n+tl
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Bemerkung

Die Folge konvergiert sehr langsam, zur numerischen Berechnung ist sie ungeeignet. Die

!
Reihendarstellung e=z 7 hat bessere Konvergenz.
k=0 \ft:

Bemerkung

n

Falsch ist der formale Ubergang zum Grenzwert wie lim =1

n—oo

142
n

Bemerkung

Was ist \1+y1+V1+... 7

Interpretation

Das ist der Grenzwert der rekursiv definierten Folge x:=1, x,.,:=vV1+x, falls dieser
Grenzwert existiert.

Zu zeigen ist also: |x,|.istBeschrinkt ()
[...von der Tafel abgewischt, obwohl alterer Text stehen gelassen wird...]
Zu zeigen ist auch: |x,|.istMonotonWachsend () :
X, =Vl +xn>xn)@(1 +xn>xn2) .
Der Beweis geht durch vollstandige Induktion:
Fall n=1: x, =1’=1<1+1=1+x,
Fall n—n+1: (xn+12<l+xn+1) o [1+x,<1+1+x,
Letzters gilt nach Induktionsvoraussetzung.

)/\(V(n): xnﬂzzl—i—xn))(',:xz:l—i-x

1 1 +v5—1
:>x1|2:—5i Z+1 5

Die Losung x,<0 entfallt.

X, |.istMonotonWachsend () =

X, sVa+x,

2
< x, <l+x,

(=4

:>El(lim(x,,
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Datum: 06.05.2003

Nachstes Ziel ist: Die Charakterisierung konvergenter Folgen ohne Kenntnis des Grenzwertes.

Lemma

Jede reelle Zahlenfolge enthalt eine monotone Teilfolge

Beweis

Sei a,,):zl eine beliebige Folge, wir betrachten die Menge M :={n€IN‘V(k>n):( an>ak” aller

,Gipfelpunkte®.
1. Fall: M.istUnendlich()

Dann existieren Indizes (nl,nz,n3,...,nREM).'(n1<n2<n3<...<nR)_ Nach Definition von M
gilt: a,>a,>a,>.... Damit gilt fiir die Teilfolge ::1).istM0n0t0nFallend ().

2. Fall: M.istEndlich()

Sei m=max(M|. Wir wahlen n,>m beliebig.

=>((n1§EM):>(EI(n2>n1): )

:((nng):(El(n3>nl):(an2<a,,3 ))

Damit existiert eine monoton wachsnde Teilfolge (a,,k :21

a

ny

a,s<a,

Aus diesem Lemma ergibt sich der

Satz: Satz von Bolzano-WeierstralR

(von Bernhard Bolzano (1781..1848) und Karl Weierstra3 (1815..1897):)
Jede beschrankte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge

Beweis

o
ank k=1

Sei (a,,)::l beschrankt. Dann folgt aus obigem Lemma, dass eine monotone Teilfolge
existiert, die nattirlich ebenfalls beschrankt ist. Damit ist diese Folge konvergent.
Definition: Cauchy-Folge, Fundamentalfolge, konzentrierte Folge

Eine Folge (a,,) heiBt Cauchy-Folge (beziehungsweise Fundamentalfolge, konzentrierte
Folge), wenn gilt: V' (e>0):3(n,=n,(e)eN):V (n=>n,): ¥ (m=>n,):

o,-a<c

Satz: Cauchysches Konvergenzkriterium

Eine Folge ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Beweis

Zu zeigen ist:
a) |a,|.istKonvergent ()=|a,|.istCauchyFolge()
b) (a,|.istCauchyFolge()=|a,|.istKonvergent ()
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Zu a)
Sei a:=lim (an)eIR , sei €>0 beliebig. Dann folgt aus der Definition des Grenzwertes, dass

n—oo

A(n,eN):V (n=n,):

an—a|<§

>V (n=n,):V (m=n,):

a,—a,|<|a,—a|+|a—a,|<e
e I )

€ €
<= <=
2 2

=|a,|.istCauchyFolge()

zub
\A)/ir zeigen zunachst: |a,|.istCauchyFolge ()= \a,|.istBeschrdinkt () :
Aus der Definition der Cauchy-Folge mit e=1 folgt:
3(n,eN):V (n=n,): ¥ (m=n,): a,,—a,,,‘<1) . Insbesondere gilt damit:
EI(nOEIN):V(nZnO):( a,—a, <1)
=V (n=n,):(|a,|<|a,—a,|t|a,|<1+|a,
T
:V(nEIN),-( a, <C.~=max(Ha1 Jays - a, })+1)

Nun ist zu zeigen: (a,|.istKonvergent ()
Aus (an) folgt (mittlels dem Satz von Bolzano-Weierstral3): Es existiert eine konvergente

Teilfolge (a,, ::1
Wir zeigen nun: Die ganze Folge |a,| konvergiert gegen a.'=llfi££10 ).
Sei €>0 beliebig.
\a,|.istCauchyFolge()=3(n,€N): Y (n>n,): ¥ (m=>n,): an—am|<§)
a, |- konvergiertGegen(a€R)=3(k,€N): V (k>k,): ank—a|§
:‘v’(n>n0:=max({nl,nko})): |an—a|<‘an—ank + ank—a‘<e

nach (1) <§ nach (2) <§

=lim(a,|=a

n—o

Bemerkung

Die Bedeutung dieses Kriteriums ist: Man kann Folgen auf Konvergenz tiberpriifen, ohne den
Grenzwert zu kennen.
Bemerkung

Aus dem Kriterium folgt:
\a,|.istDivergent ()< | an) .istKeineCauchyFolge

@El(e>0):V(n):El(mZn):El(an):(|am—ak|>e)
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Beispiel
Sei V(nelN): s,,.'=1+%+...+l . [s,].istMonotonWachsend () .
n

1 1 1 1
=$,,—S,=——+——+..+—=n—==
n+l1 n+2 2-n 2n 2

— —

> 1 > 1

2n 2n

V (neN): ‘sz_n—sn

n Summanden
=(s,|.istKeineCauchyFolge )
=|s,|.istDivergent ()
|s,). istMonotonWachsend ()

s, |- istUnbeschrdnkt ()
=lim [s,|=+o

n—oo

=

2.4 Haufungspunkt, oberer Limes, unterer Limes

Definition: Haufungspunkt

Eine Zahl a in setR heiBt Haufungspunkt (Abkirzung: ,HP®) der Folge (an)::l, wenn
V (€>0):3(unendlich viele n€IN): ‘an—a‘<e) .

Satz

\a€R)|. istHaufungspunkt \a,| a, :_1)).'(a=11ci££10 a,,k))

@(EI(Teilfolge

Beweis

a, —a|<l.
" k

Wir wahlen Indizes n,<n,<... mit

(Also:

Ist e=1, so folgt aus der Definition des Haufungspunktes: 3(711)-'( anl—a‘<1)
1 1
Ist €= ,50 folgt aus der Definition des Haufungspunktes: 3(n,>n,): anz—a|<§
)
a-Lcq <a+l
Das heif3t: ko k. Aus der Monotonie des Grenzwertes folgt damit
—_— k—o0 —_
-q —q
((ank .istKonvergent())/\(lim a, :a)
k— o0
Die andere Richtung <: Sei |a,| eine Teilfolge mit ]lg?o a,)=a4  das heiBt:

V(e>0):3(k,eN): ¥ (k=k,): ank—a|<€) . (Dies gilt also fiir unendlich viele Indizes, das heil3t
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Limes

a ist ein Haufungspunkt von (a,, ::1 )

Bemerkung

Jede konvergente Folge hat nur einen Haufungspunkt, und zwar den Grenzwert der Folge. Es

)

gilt sogar: (an).istKonvergent()@(El(a):(a.istHdufungspunktVon an)

Bemerkung

Wenn ein Folgenglied unendlich oft auftritt, dann ist es trivialerweise der Haufungspunkt der
Folge.

Beispiel

n

)

Andere Formulierungen des Satzen von Bolzano-Weierstra3: ,Jede beschrankte Folge besitzt
einen Haufungspunkt®.

V(ae{—l,+1]):(a.istHc'z’ufungspunktVon(Folge (a,,=(—1)

Bemerkung

Beispiel

Die rationalen Zahlen @Q sind abzéhlbar. Zu zeigen ist also: Q+=[i’=§ D, qGIN} ist abzahlbar.

q\p 1 2 3 4 5 6
1%:1 %:2 %:6 %:7 %:15 %:16
5 503 2:5 %:8 214 2.y 221
5 %;4 %;9 %;13 %:18 %:26 g
4i;m %;12 %;19 %;25 % g

In dieser Tabelle sind alle positiven rationalen Zahlen enthalten. Wir wahlen eine Folge tiber
alle Eintrage wie angezeigt, wobei wir Zahlen von dieser Folge streichen, die bereits einmal
friher vorkamen.

Wir erhalten damit eine Folge 7,
vorkommt.

", in der jede positivie rationale Zahl genau einmal

Wir wissen, Q" ist dichtin R*, das heiBt: V(e>0):V (a€R"):3(reQ"):|la—r|<e].

(Der Beweis geht z.B. tiber die Dezimalbruchdarstellung reeller Zahlen.)

Daraus folgt: Jede reelle Zahl a€R" ist Haufungspunkt der Folge (7’ ,,)

beziehungsweise: Jede reelle  Zahl acR ist ~ Haufungspunkt der Folge

Seite 36 von 138



Beispiel 2.4 Haufungspunkt, oberer Limes, unterer
Limes

(P =7y, 15—, r3,—r3,...)

Satz

Jede beschrankte Folge besitzt einen groBten und kleinsten Haufungspunkt.

Definition: unterer Limes

Der kleinste Haufungspunkt einer Folge hei3t unterer Limes.

Bezeichung: unterer Limes

lim|a,| , lim inf |, , »limes inferior®
n—oo n—oo

Definition: oberer Limes

Der kleinste Haufungspunkt einer Folge hei3t oberer Limes.
Bezeichung: oberer Limes

lim|a,| , limsup (a”) , ,,limes superior*
n—o0 n—o0

Beweis

(Nur fir lim, fur lim analog).

Sei H die Menge aller Haufungspunkte der Folge (an) .

Nach Bolzano-WeierstraB ist H#8 , und wegen der Monotonie des Grenzwertes ist H
beschrankt.

((V(n):

al’l

<C ) ) Ala.istHaufungspunkt ()| A

a,~a|=la|<C])

Aus dem Vollstandigkeitsaxiom folgt: 3(a:=sup|H|ER). Noch zu zeigen ist: a ist selbst
Haufungspunkt.
1. Fall: aeH
Es ist nichts zu zeigen.
2. Fall: agH

Aus der Definition des Supremums folgt: 3 (beH):((b<a)/\‘v’ (e>0): (b+e>a)) .

Wir wéahlen ein §>0 mit (a —e<b—6 )/\ (b+ 1) <a) . Aus der Definition des Haufungspunktes
folgt

1. es existieren unendlich viele n€IN mit

a,,—b‘<6
2. es existieren unendlich viele n€IN mit a—e<a,<a

das heildt: a.istHdufungspunkt () .
Das heit: der Fall aZH tritt nicht ein.
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Limes

Datum: 08.05.2003

[...66 Minuten zu spat...]
[<import from=“benjamin“>]

Wiederholung

a<R heiBt Haufungspunkt (oder Haufungswert) einer Folge (an), falls V¥ (e>0) unendlich
an—a|<e )

Der obere|untere Limes v on (an) ist der groBte|kleinste Haufungspunkt v on (an)
(Notation: 11_{2(‘111) | }zijf?o(an))

[...]

[</import>]

viele n€IN existieren mit

a.istHdufungspunktVon ((an ) ) =3 ( ::1 =Teilfolge||a,

ank

ank

.'(lim
k— o

3.2 Rechenregeln und Konvergenzkriterien fur Reihen

Satz

Beweis

Der Beweis folgt aus Rechenregeln fiir konvergente Folgen.

Bemerkung

n

Z(A-ak)

k=1

n

:E:(ak)

k=1

=3|lim

n—oo

lim

n—oo

Die Umkehrung gilt fir A#0. 3

Satz

Seien Z |a] , Z (bk) zwei konvergente Reihen. Dann gilt:
k=1

k=1

I|lim | Y (a,+b,]

n—ow \f=1

(@ tbi =2 (a )+ 2 by
k=1 k=1 k=1
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Reihen
Beweis

Der Beweis folgt aus Rechenregeln fiir konvergente Folgen.

Bemerkung

n

Z (ak+bk)

k=1

lim

n—ow

Die Umkehrung gilt nicht: Aus 3 folgt nicht notwendigerweise

A(lim | Y (a,]|| oder 3 lim(Z(bk)))
n—o | k21 n—oo k=1
Beispiel
Sei
la,)=(1,-1,1,-1,...]
\b=-1,1,-1,1,...|
ﬁ3(11111 Z(ak) AN _‘H(hm (Z(bk) ’aber 3 hm Z(ak‘i‘bk)) ’denn v(k)(ak+bk=0) A
n—o | =1 n-w \ k=1 n—o | k=1
Satz
Seien Z (ak) , Z (bk) zwei konvergente Reihen. Sei 0=n,<n,<n,<... eine streng monoton
k=1 k=1
wachsende Folge nattrlicher Zahlen. Dann konvergiert die Reihe
2 2 lay)|=lapa e ta, |+ a, o F e, |
k=1|n_,<js<n
=b, =b,

=b,

00

gegen die selbe Summe wie die Reihe > \ayJ=a,+a,+...
k=1

Beweis

(Zurtickfihrung auf Folgen)

1
Die Folge der Partialsummen o ,.'=Z ( bk) ist eine Teilfolge der Folge der Partialsummen
k=1

n—o

sn:=zn: @], denn Ulzi a,)=s, , El(lim (sn))=>((U,)=(snl)7_1).konvergiert() .

Bemerkung

Der Satz besagt, dass in konvergenten Reihen beliebig Klammern gesetzt werden kénnen,
ohne dass sich das Konvergenzverhalten oder die Summe der Reihe &ndern.

Satz: notwendiges Konvergenzkriterium

n

Fiir jede konvergente Reihe ) (a,] gilt: iijg(ak):o :

k=1
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Reihen

Beweis
Y (n):[a,=s,~s, |
=lim [a,|=1im [s,|~lim s, ,|=0
n—o n—w &
—_— —
existiert sind s=_ (a,]
k=1

Bemerkung

Das Kriterium ist nicht hinreichend.

Beispiel

Die harmonische Reihe Z (%

k=1

divergiert, obwohl lim (%)=0 )

k—o

Bemerkung

00

Die geometrische Reihe Z (Clk) divergiert, falls |g|>1 (dann gilt nicht: ,{13.1 (qk):() ).

k=0
Satz: Cauchy-Kriterium fiir Reihen
(Z(ak) .konvergiert()= |V (€>0):3(n,€N): YV (m=>n,): ¥V (n=m): la,)|<e
k=1 k=m
Beweis
\ay||. konvergiert() < |s,|. konvergiert() e s, |.istCauchyFolge ()
k=1 nach ])He?initi on Cauchy-Kriterum fiir Folgen
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Reihen

Datum: 13.05.2003

Wiederholung

o0

(ak) bedeutet:
k=1
Dies ist der Grenzwert der Folge der Partialsummen sn=z (ak), sofern der Grenzwert
k=1
existiert (Summe der Reihe).

Eigenschaften

00

Z(ak)

k=1
konvergiert, falls (S,,)n konvergent ist
divergiert, falls (S,,),, divergent ist

divergiert bestimmt, falls ,111_{2 Sy|=%00

00

Notwendiges Konvergenzkriterium ist (Z (ak)
k=1

A

.konvergiert () =>( > 20)

.konvergiert ()

Cauchy-Kriterium:

=V (e>0):3(n,eN):V (n=n,): ¥ (m=ny):|| a,+...+a,

| —
Abschnitt der Reihe

<€

kim(ak)

Bemerkung

Insbesondere  Folgt, dass die Abanderung endlich vieler Reihenglieder das
Konvergenzverhalten der Reihe nicht andert (wohl aber die Summe)

Satz
Sei EI(kOEIN):V(kaO):(ak>0) . Dann gilt:

g;(ak)

.konvergiert ()< ((Folge) s,

N ) .istBeschrdnkt ()

n=1

Beweis
Nach Voraussetzung ist (Sn):zl ab n=k, monoton wachsend. Daraus folgt:
((sn) .istKonvergent () < ((sn)) .istBeschrdnkt () .

Definition: absolut konvergent

Eine Reihe kz ] heil3t absolut konvergent, falls die Reihe Z (|ak|) konvergiert.

— 0 — 00
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Reihen

Bemerkung
Z (ak)
k=1

von ];(‘ak” beschrankt ist, wobei U,,.-:Z(‘ak‘).

k=1

.istAbsolutKonvergent () gilt genau dann, wenn die Folge (O'n)::l der Partialsummen

Satz

Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Beweis

(mittels des Cauchy-Kriteriums)

Sei (Z |

k—o0

.istAbsolutKonvergent () \,nd e>0 .

Dann folgt daraus:

n

2. (Ja|<e

k=m

I(n,eN):V (m=n,): ¥ (n=m):

n

Z @]

k=m

=3(n,eN):V (m=n,): ¥V (n=m): <e

(Dies folgt aus der Dreiecksungleichung)
||
k=1

Z (ak) erfillt das Cauchy-Kriterium. Daraus folgt, dass .konvergiert()
k=1

Bemerkung

Die Umkehrung des Satzes gilt nicht. Es gibt konvergente Reiehen, die nicht absolut
konvergent sind. Das Beispiel wird demnéachst geliefert.

Satz: Vergleichskriterium, Majorantenkriterium
Gegeben seien zwei Folgen (ak) und (bk) . Dann gilt:

3(ky): Y (k=ky):||ay|<b|A kz b,

00

— |a]

.konvergiert () |= .konvergiertAbsolut ()

Definition: Majorante

Dabei heiBt die Zahl Z |a] (konvergente) Majorante der Reihe Z (ﬂk) .
k=1 k=1

Beweis

Wie im vorherigen Satz.

Satz: Vergleichskriterium, Minorantenkriterium

Gegeben seien zwei Folgen (a,] und (bk) . Dann gilt:
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Reihen

i(ak)

k=1

.divergiert ()

k— o0

El(ko):‘v’(k>k0):(ak>bk>0)/\( > (bk)).divergiert()):'

Definition: Minorante

00

Dabei heiBt die Zahl kZ (ak) (divergente) Minorante der Reihe Z (ak) .
=1

k=1

Beweis

00

Der Beweis geht indirekt. Wir nehmen an, dass (Z (ak)

> (b

.istKonvergent () . Dann muss aus

.konvergiert () . Das ist ein Widerspruch.

dem Majorantenkriterium folgen, dass

Satz: Verdichtungskriterium

Sei a,za,>...2a,>...20

i ;] .konvergiert()@(i (zm.azm)

k=1 m=0

Dann gilt: .konvergiert () .

Beweis

n 1

Seien s,:=Y. | a;) und o= > (Zm-azm) die Partialsummen der beiden Reihen. Beide Folgen

k=1 m=0
S,)_, und (U,) _, sind monoton wachsend.
Weiterhin gilt:
54

( Y |a,)|. konvergiert ()=
.konvergiert ()= (

.istBeschriinkt ()

)

k— oo

3

k— oo

0,||.istBeschrinkt () sowie

Sy = 4 +(a2+a3)+(a4+...+a7)+...+(a2,+...+a21471)>(7,
— —— — ~— —
=1-a, <2-a, <4-a, <2'a,

Daraus folgt:

sy= a; + a, Hasta,|+Has+...+agl+...+[a

, +...+a,l

271
Z%tll =la, >2-a, >4-a, >2""a

>%-(a1+2-a2+4-a4+...+21-a2,)

= (s _l zstBeschrankt()@((U,)TZO).istBeschrc’z'nkt()
Satz: Beispiele konvergenter und divergenter Reihen
0 ) 0 1
(Z(‘Ik) .konverglert()@(|q|<1) (Im Fall der Konvergenz ist Z( ):ﬁ
k=0 s

Beweis

Bereits bekannt ist: Wir wissen,
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Reihen

n n+1
V(g#1): sn=2(q’f)=11 qq beziehungsweise
k=0 -
V(g=1):[s,=n+1]|
e ' . 1
=>El(hm(sn) =(lg|<1] . In diesem Fall gilt: lim S"):E
Satz: Beispiele konvergenter und divergenter Reihen
> — .konvergiert()@((x>l)
k=1
Beweis
[ 1 .
Z — || konvergiert ()
k=1
N m 1 N 1-c|™ .
e Z 2= Z (2 .konvergiert ()
Verdichtungssatz m=0 2 m=0
geometrische Reihe mit g=2'""
i} 21—o<<1
vorheriger Satz
=2'<2"
>l<ax
Satz: Beispiele konvergenter und divergenter Reihen
;[X .konvergiert()@((x>l)
k=2 k-(logz(k))
Beweis
N 1 (A 1 o[ 1 .
— = > 2 — => — || konvergiert() = = o>1
k k(logg(k)) VefdiChfungSSatz m 2%m m \Mm Vorheriger Satz

Konvergenzkriterien, die auf Vergleich mit geometrischen Reihen
beruhen

Satz: Wurzelkriterium

00

EI(nOEIN):V(n>n0):(’(/m<q<1)=> {ak) .konvergiertAbsolut ()

k=1

Beweis

a

Nach Voraussetzung ist EI(nOEIN):V(n>nO):( ,,<q"). Weiterhin  wissen wir, dass
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(2 lq"]
2l

.konvergiert()  da 0<g<1. Dann folgt aus dem Vergleichskriterium, dass

.konvergiert ()

Satz: Wurzelkriterium

Y [,

k=1

(fiir unendlich viele n€IN). (\/ ) .divergiert ()

Beweis

Aus der Voraussetzung folgt: (fiir unendlich viele n):

>1|. Daraus folgt: |4, n:’wo) . Damit

ist das notwendige Konvergenz-Kriterium verletzt. Daraus folgt: Z \a||.divergiert ()
Satz: Quotientenkriterium
Sei 3(n,€N):V (n=>n):(a,#0| . Dann gilt:
a 00
(n,€N):V (n=n,): || <g<1|=|D |a,||. konvergiertAbsolut ()
n k=1
Beweis
Sei a,#0 und V(n=ny):(|a,,,|< a,,).Aus n=n,+k folgt:
2 k n a"o n
a,|= an0+k‘<q' an0+k—l|<q ) an0+k+2|<"'<q <an(,:q —nO:Cq
=:C=const
Aus dem Vergleich mit der konvergenten Reihe Z ( ) folgt: (Z (‘ak‘) -konvergiert () .
n=1 k=1

Satz: Quotientenkriterium
Sei 3(n,€N):V (n=n,):(a, 7&0) Dann gilt:

Y (e,

k=1

n+1

3(n,eN):V (n=n,): ;

>1|= .divergiert ()

n

Beweis

Aus der Voraussetzung folgt: 3(’10€|N)-'V(’1>no)-'(|an+1|>|an|>‘an71|>--->a ) Daraus

folgt, dass das notwendige Konvergenz-Kriterium }lijg(akzo) verletzt ist. Also divergiert die
Reihe.

Bemerkung

<1 ) beziehungsweise

Die Voraussetzung A(n,€IN): (
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. . an+1 . . .
3(n,eN):V (n=n,):||——|<1| reicht nicht aus, um Konvergenz zu garantieren

n

Gegenbeispiel

Die harmonische Reihe .divergiert() (dies ist bekannt). Aber es gilt:

i)

k=1
3(n,eN): Y (n=n,):|V|a, =i<1 und
Vn
3(n,eN):V (n>ny): a;:l S
Bemerkung: Spezialfalle
Falls 3 ig&(ﬁ) beziehungsweise 3 ,l,l—rg( aénlﬂ , dann gilt:
g<1|= > |\a,||. konvergiertAbsolut ()
k=1
g>1]= y \a,] |.divergiert ()
k=1

(q-l):> keine Aussage moglich

Beispiel

Wir wissen, dass .konvergiertAbsolut ()@(0(> 1) . Damit gilt:

1
e

04

tim |21 |=[—L—| =1
e \\ | | 1im (V)

a o4
fim | 220 |=gim || 2] |=1
n—oo an n—oo n

Bemerkung

Eine andere Formulierung ist:

lim sup(\"/ a,||<1l|= i(ak) .konvergiertAbsolut ()
n—oo k=1

(lim sup (\”/ a, )>1):>(i \a,]|.divergiert ()
o0 k=1

lim sup ! <1):(i(ak) .konvergiertAbsolut ()
n—o n k=1
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00
an+1

>1|=| 2 ;]| divergiert()

k=1

lim sup

n— oo

n

Bemerkung

Das Whurzelkriterium ist aussagekréftiger als das Quotientenkriterium, das heiBt etwa im
Spezialfall:

a
3|g:=lim ||

n—oo

(Dies ist bekannt aus dem Satz von Stolz)

/\(lim(ﬁ/ain

n—o0

n

Daraus folgt: 3 (lim (@

n—oo

-

Das heiBt: falls das Quotientenkriterium eine Konvergenzaussage liefert, dann liefert das
Wurzelkriterium die selbe Aussage.

Beispiel

= [24(—-1") 3 1 3 1 1 _. 31
- - :—+—+_+_+... _< < 5

HZZO 2n 1 27478 :>2 a, 2":_)002

a'l

-1

Das heiBt: lim >

n—oo

. Daraus folgt absolute Konvergenz.

Qyn 3 Gpp_ 1 1
Aber: 4. . 24, 23 6

n

an+l

Das heiBt: 3

n

Daraus folgt: Es ist keine Aussage maoglich.

Es existiert ein Skript von ,,Christoph Wagner®, Medizinische Informatik, 22. Oktober 1998
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Datum: 15.05.2003

Wiederholung

Z(ak)

k=1

Y (x):|x.konvergiertAbsolut ()= x. konvergzert ()]

. konvergiertAbsolution < z (|a k|) konvergiert ()

(ﬁir fast alle nEIN).'(\"/‘an‘<q<1):( > |\ay||. konvergiertAbsolut ()
k—o
a
(ﬁir fast alle nEIN): l<g<l1 :(Z \ay||. konvergiertAbsolut ()
n k—o
Beispiel
0 xk 2 xk
YV (xeR): Y] 1+x+ R
=\ k! o kU
Quotientenkriterium: lim l1m(| il =0<1
k—ow ak k—o
V (x€ER): Z .konvergiertAbsolut ()

3.3 Alternierende Reihen und Unordnung von Reihen

Definition: alternierend

o0

Eine Reihe Z (ak) h eiBt alternierend, wenn je zwei aufeinanderfolgende Reihenglieder
k=1

verschiedene Vorzeichen haben. Das heif3t:

v(kelN).-((ak:(—l)k-|ak\)v(ak:[— o |ak|))
Beispiel: alternierende harmonische Reihe
| It I NS

}; =l-g+3 =4

Satz: Leibnitzkriterium

00

Sei 2.la eine alternierende Reihe, so dass (‘ak‘):):l eine monotone Nullfolge ist. Dann
k=1

konvergiert diese Reihe.

Bemerkung

Es genlgt fir die Konvergenz, dass die Reihenglieder erst ab einem gewissen Index
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alternierende Vorzeichen haben und begtragsmaig monoton fallen. (Anderung endlich vieler
Reihenflieder éndert das Konvergenzverhalten nicht.)

(Die Bedingung }Cffo‘o (|ak|)=0 ist das notwendige Konvergenz-Kriterium.)

Beweis

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei a,>0 .
( (01:0):(V(k)-'(akzo)):(((ak):ﬂ)~k0”V€rgi€7”1()) , fr a,<0 geht der Beweis analog)

Insbesondere sei:
. a,zay=za.z...20
. a,<a,<a4<...<0
n
Sei s,:=). |a;| die n -te Partialsumme.
k=1
Zu zeigen ist:
a) (Sz.n) ist monoton wachsend.
b) (82.,,_1) ist monoton fallend.

c) Beide Folgend sind beschrankt.

Daraus wiirde folgen:
3(hm(s2 |=: s)/\EI(hm (S5, 1))

n—o n—

=lim (sz_n_1 |=lim (sz,"—az_n): lim (sz_n)— lim (az_n) =S
n—oo n—oo n—oo n—oo
=0

=>El(lim(s,,)

Teilbeweis a)

Sons2= S0y =0rpi1 Ty 228y,

Teilbeweis b)
Son1=Sop 1o, T 05, 1555,
| —
<0
Teilbeweis c)

S, < Syn=Sr,-1Tay, < Syt S Sy

S bt -

\ - — i \
untere Schranke | S2.1|-istMonotonWachsend () <0 |Spu1|-istMonotonFallend () obere Schranke

fur alle Partialsummen fuir alle Partialsummen

Beispiel

k+1

i .konvergiert()@(a>1)_

k=1

(x>0): .konvergiert ()| aber

i
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Das heif3t:
[ 1 . S .
V(0<x<1): (z (E konvergiert()| aber V(0<«x<1). (Z( .konvergiertAbsolut ()
k=1 |
Definition: Umordnung

00

Die Reihe Z \by| heidt Umordnung der Reihe Z (ak) , falls eine Bijektion ¢@:IN—IN existiert
k=1

k=1

mit ‘v’(keIN):(bk=aw(k>),
Beispiel

Q 1 1 1 . . .

Z (ak)l__+ PR (alternierende harmonische Reihe)

= 273 4

" 1 1 1 1 1 .
Z (bk)=1—5—z+§—€—§im (Umordnung derart, dass nach dem n-ten positiven
k=1
Reihenglied der Urspriinglichen Folge (wobei n=0 das erste Reihenglied bezeichnet) genau
2" negative Reihenglieder kommen)

i(c ): 1 _l_|_ l _l_l_}_ 1 _l_i_i_ 1 +. . .+ — -+

vk 2 3 4 6 5 8 10 12 14 SO

1pos — — — —_— - 1pos 2"neg
lneg 1pos  2neg 1pos 4neg m
0. Schritt 1. Schritt 2. Schritt '
Beispiel
Die Reihe Z (ak) .konvergiert() nach Leibnitzkriterium, ihre Summe s€R .
k=1
1 1 1 1 1 1
=l-—+=——*..+ >
T2, 2n1 2072
1 >0 >0

k=1
= 1 1 1 1 1
2lbd=1-g=g 3y

lim (0'3,n+1 =lim (03.,,)+1im (b3-n+l)=%
n—oo n—o n—o0
[ — T

S
2

analog: lim (U}n” =

n—oo

N | »
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>lim (0, |= (bk}=§

n—o k=1

(Die Reihe konvergiert, aber gegen eine andere Summe)

> e,

ist nicht konvergent, da sie die Abschnitte

1 1 1 1 1
2’ 4 6 ’ 8 14 ’
—— [ —
’,1‘421 ‘,1,1; , 1.1 ’,1,‘,_;2 s L1
2/ 274 | 4 6 G 8 4 | 8 14 - 16 4
Anzahl der Summanden Anzahl der Summanden
enthalt.

1
= Die Reihe enthalt unendlich viele Abschnitte vom Betrag 21

= Das Cauchy-Kriterium ist verletzt.
= Reihe ist divergent
Bemerkung

Bei gewissen Reihen kann man durch Umordnen die Summe &andern oder sogar das
Konvergenzverhalten (Das hei@t: Eine Reihe ist keine Summe mit unendlich vielen
Summanden)

Definition: unbedingt konvergent

Eine Reihe heil3t unbedingt konvergent, wenn alle ihre Umordnungen gegen die selbe
Summe konvergieren.

Definition: bedingt konvergent

Eine Reihe heil3t bedingt konvergent, wenn sie zwar konvergiert, aber nicht unbedingt
konvergiert.

Beispiel

00

Die alternierende harmonische Reihe Z
k=1

(_ )k+1

) ist bedingt konvergent.

Satz: Kleiner Umordnungssatz

Eine Reihe ist genau dann unbedingt konvergent, wenn sie absolut konvergent ist.

Beweis

Zu zeigen ist

Z:l(ak)
b) ﬂ((i(ak)

.istAbsolutKonvergent ()= .istUnbedingtKonvergent ()

a)

g(ak)
i(ak)

.istUnbedingtKonvergent ()

=

.istAbsolutKonvergent ()

Seite 51 von 138



Beispiel 3.3Alternierende Reihen und Unordnung von
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Teilbeweis a)

Sei Z(ak) .isMbsolutKonvergent(), S-'=Z(ak) sei ihre Summe, Sn-'=Z(ak) sei ihre n -te
k=1 k=1 k=1
Partialsumme.

00

Sei auBerdem Z (a(,,m) eine beliebige Umordnung, wobei ¢ :IN—IN eine beliebige Bijektion

k=1
ist.

Genau zu zeigen ist also:

n n
lim Z(ak)_Z(a(p(k)) =0
n—o [ k=1 k=1
—_ [ —
Su g,
= snnjws)

:(Un—snnij)

sn—>s)

n—o0
+ ((rn—snn—> 0)
= [ons]

Sei €>0 beliebig gegeben.

00

3 o
AL

k=m

Aus dem Cauchy-Kriterium und .istKonvergent () folgt:

A(melN):V (n=m=m(e)):

¢ ist bijektiv, also
a(kl):((p(kl)zl)
A(k,): (@ (k,)=1]

A(k,): (@ (k,)=1]

Man setze M.'=max({k1,..., km” .Dann ist klar: M>m (da k,,..., k, paarweise verschiedene
natirliche Zahlen sind)

Wir setzen fur n=M=M (e) :

N.-=max({(P(1),---:<P(”)})

=>V(n=M ):(sn—(Tn)< > (‘ak‘)<€
mz_]ll/[ k=m+1
n n
(a,,...,a, kommen sowohl in Z(ak) als auch in Z(%(k)) vor
k=1 k=1

= sie heben sich weg, es beleiben nur endlich viele a; tbrig mit Index =>m+1, wende
darauf Dreiecksungleichung a, )
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Teilbeweis b)

0

.istKonvergent () , aber nicht j( (ak)
k=1

00

Z (ak)

k=1
Dann ,,zerlege® die Reihe in zwei Reihen:
_|a, fallsa,=0

Sei .istAbsolutKonvergent () .

bk:

0 sonst
C:O fallsa,=0
" la, fallsa, <0

=|a,=b,—c;|Al|a=b—c
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Datum: 20.05.2003

Wiederholung

00

Eine Reihe Z (ak) konvergiert

1o 3 o)

unbedingt, falls jede Umordnung gegen dieselbe Summe konvergiert

absolut, falls .konvergiert ()

Satz

Eine Reihe konvergiert absolut genau dann, wenn sie unbedingt konvergiert.
Beweis

Teilbeweis 0

Die Hinrichtung ,,Wenn eine Reihe absolut konvergiert, dann konvergiert sie unbedingt.“
wurde bereits gezeigt.

Teilbeweis 1

Jetzt zeigen wir ,,Wenn eine Reihe unbedingt konvergiert, dann konvergiert sie absolut.“

Behauptung
(Kontraposition)

> (a,)

.konvergiert () .konvergiertAbsolut ()

A= al

k=1

=(Xa

.konvergiertUnbedingt ()

Das heifdt, dass genau zu zeigen ist, dass eine divergierende Umordnung existiert.
o0

Wir ,,zerlegen® die Reihe Z (ak) wie folgt:

k=1
b= fallsa, =0
“ o fallsa, <0
fO fallsa, =0
Ck.'=

l—ak fallsa, <0

=V (keN):(a,=b,—c,|

:'|ak|=bk+ck

Die Reihen Z (bk) und Z (C k) enthalten nur nicht-negative Glieder.

k=1 k=1
®©

Nach Voraussetzung ist kZ_; (‘ak‘):

00

Wir zeigen jetzt: die Reihen Z ( il , Z el divergieren beide, das heil3t: Z Ck):oo

k=1 k=1 i=1
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Wir beweisen durch Fallunterscheidung

Fall 1: (i(bk) i(ak)

k=1

.konvergiert () A .konvergiert ()

Dann gllt
(|ak|) (b +ey)= Z(bk)+2(ck) Diese Reihe konvergiert.
=1 k=1

= k=1
Also tritt der 1. Fall rncht ein.
2. Fall: Eine der beiden Reihen konvergiert, die andere divergiert. Ohne Beschrankung der

Allgemeinheit sei D |by)|. konvergiert (YA D |c,] |- divergiert ()
k=1 k=1
Z |, by _z (Ck)
Aus den Rechenregeln fiir Reihen folgt #=! k= 1 k=1

Hb:Z(bk]elR -
k=1

i (|=b—o=—0.

k=1

das hei3t lim

> (o

k=1

n— oo

Das heif3t also, dass Z (ak) .divergiert() . Das hei3t, dass der 2. Fall nicht eintritt.
k=1
Also gilt: Z(bk)ZZ(ck)zoo
k=1 k=1

Konstruktion einer divergenten Umordnung der Reihe 2 |a]
k=1

Idee

Wir nehmen
zuerst , viele“ positive Glieder ( b ), bis die Summe >1 ist.
dann ein negatives Glied ( ¢;)
dann wieder viele positive Glieder
dann ein negatives Glied

Daraus folgt: Die entstehende Reihe ist keine Cachy-Reihe.

Prazise
Wir definieren:

n,:=min([n€N|b,+...+b,>1]| (3(n,) i(bk)=oo
k=1
Alb

[
t
nz.:min({nEIN‘ n>n1) -

+..4b, >1)1)

nj:zmin neiN

(n>nj1)/\( > (bk)>1)}
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Umordung

b+...+b, —c,+b,  +...+b, —C,*...

NG B o2 Diese Reihe ist divergent.
=1 =1

Satz: Riemannscher Umordnungssatz

Z a

.istKonvergent()  aber .istAbsolutKonvergent ()

> o

Dann ‘v’(se(IRU{ +00, —oo;)) existiert eine Umordung der Reihe, die gegen s konvergiert. (Das

heilt: Es existiert eine Bijektion ¢ :IN—IN mit Z (%(k))zs )
k=1

Beweisidee

Wir im letzten Beweis folgt: Z (bk)=Z (Ck)=°°
k=1 k=1

Fall seRR:
So viele positive Glieder nehmen, bis die Summe erstmalig =s ist,
dann so viele negative Glieder nehmen, bis die Summe erstmalig <s ist,

00

Das Verfahren bricht nicht ab, wier erhalten eine Umordnung von Z{ak), deren

Summe =s ist.
Fall s=+o0:
Wir nehmen
positive Glieder, bis die Summe >1
ein negatives Glied
dann positive Glieder bis die Summe >2 ist.
ein negatives Glied

Anwendung auf das Produkt von Reihen

Z a

Hhay

Jj=0

Wie konnte man das Produkt zweier (konvergenter) Reihen berechnen?

n

Z(aj) '

=0
von der Summationsreihenfolge).

n

2. (b))

Jj=0

n

= > |a,b;) (Diese Summe ist unabhéngig

(j=0)A[k=0

Flr unendliche Summen gilt

Wir bilden samtliche Produkte V(j=0,1,...):V (k=0,1,...):(a;b;|. Das sind abzahlbar viele
Produkte. Sei py, P> Pss---» P,»--- eine beliebige Anordnung dieser Produkte.

Problem

00

Ist die Reihe Z (pn

n=0

stets konvergent? Leider nein.
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Problem

Wenn ja, konvergiert die Produktreihe stets gegen a-b, wobei a=Z (ak) und b=Z (ak) ist?
k=0

k=0
Leider nein.

Beispiel 1

moglicher Anordnungen
Po=ayb, p,=ayb, p,=ayb, py=a, b,
ps=a;by p,=a; b, ps=ayb, p,=a,b,
DPs=ayb, p;=ayb, pg=ayb, p,=ayb,
pis=asb, py=ayb, pi=ayb, p,=ayb,

Beispiel 2

moglicher Anordnungen (Cauchy-Produkt)

Py=ayb, pi=ayb, ps=ayb, ps=a,b,
p,=a;b, p,=a;'b, p;=ayb, p,=a;b;
ps=ayb, pg=a,b, p,=ayb, p;;=ayb,
Do=asy'b, py=ayb, pg=ayb, py=asb,

Satz

Wenn .konvergiertAbsolut () A\ .konvergiertAbsolut () . dann konvergiert jede

g(aj) g(b,-)

ihrer moglichen Produktreihen gegen a-b, wobei aZZ a j) und b=2 (bk)
j=0 k=0

Beweis

Sei Z |P,) eine fest gewahlte Produktreihe.
n=0

Genau zu zeigen ist: Diese Produktreihe konvergiert absolut (denn dann konvergiert jede ihrer
Umordnungen gegen dieselbe Summe, das heit: jede beliebige Produktreihe).
Daraus wiirde Folgen: Es existiert eine Bijektion — @:INyXIN; —IN, mit

(@l k

Sei A-':jio“aj‘), B:=§%(|bk|)_

Also sei:

=n)=>(aj‘bk:pn
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(p(jN’kN)zN
Zu gegebenen N €IN sei m:zmaX({jo,...,jN,ko,...,kN})

N
=2 |

n=0
= Die Partialsummen wvon

Z e

n=0

> (p,)

n=0

Die Produktreihe aus Beispiel 1 ergibt:
PAIN
k=0

3 poj=tim >a)

m-— o0
—a —b

)éj—oij—o Haj.bk”:g (‘af‘).k: (‘bk‘)SA'B
2.

P

00

sind beschrankt (durch A-B right), das heil3t

n=0

p.|||. konvergiert ()

= .konvergiertAbsolut ()

m

2 |a,b,]

(j=0|Alk=0

=a-b

=lim

m-— o

Folgerung

Flar absolut konvergente Reihen konvergiert das Cauchy-Produkt gegen das Produkt der
Summen der beiden Reihen, das heif3t:

(i(a,-) NI D S

=0 k=0 n=0 \V (j):V (k):| j+k=n|
(Summe tber die Produkte der 7 -ten Diagonale)

)3 ("f’bn,

Jj=0

n=0

Beispiel

Seij Z (ak) die alternierende Reihe mit a¢,=1 |, V(k=1,2,...):

k=0

-1
“= Tk
Aus dem Leibnitz-Kriterium folgt die Konvergenz dieser Reihe. Das Cauchy-Produkt dieser
Reihe mit sich selbst divergiert jedoch:

cz,n=a0~a2,n+a1~a2,n_1+...+ a,a, +...+a2,n-a0
o0 n —_— [ — —_—
Z Z (Cl -a ) beide >0 beider <0 kleinster Summand
=ls | dabedist 1 0 1 01 10 1
I — V2om V2m=1 77 NnNm T N2

[ —
kleinster Summand

:>cz,n>(2-n+1J%>2

Bemerkung

(ohne Beweis)
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> (b

Es gilt auch

DI

k=0 j=0 k=0 k=0 \j=0
Beispiel fur das Cauchy-Produkt
0 xk x2 xk
. . X .
— |= —t... T T...= clR .
Wir wissen kZ:(:] i 1+x+ 2!+ + k!+ e” konvergiert absolut x€R
x
e e = — " —
—\J i k!
n=0 n! Y (j):V (k):|j+k=n) f!’k'

[ —
= n! —(n
Jrn=jlt \Jj

B

:Z(('jl -x’-y"7|=(x+y|" (binomische Formel)
=0
n
-3 x+y]
n=0 Tl!
=
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Datum: 22.05.2003
4. Elementare Funktionen

4.1 Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

Definition: reelle Funktion

Eine reelle Funktion (einer reellen Variablen) ist eine eindeutige Abbildung einer nichtleeren
Teilmenge DSIR nach R, f:D—IR.DabeiheilBen

D,=D Definitionsbereich von f,

R, :=|flx||xeD] Wertebereich von f,

Gf:=Hx,f(x))‘xED}§lR2 Graph von f.

Beispiel
V (x€R):(f (x)=|x] % ' i
- --l_."

- S
Beispiel B | i
V(xeD:=| =R, _1 e £

xeD.—LxelR|x¢0J—Rf . f(x)—; T

'\._\K f 4
Beispiel: Dirichlet-Funktion R ¢ B s
1 xeC

x)= D,=R, R,=[0,1] i
f( ) 0 x%C’ f ’ Fal J kL I.
Bemerkung: natirlicher Definitionsbereich

i "y
Wenn eine Funktion f durch einen analytischen Ausdruck '
gegeben ist, dann nennt man die Menge aller x€R , fir :
die der analytische Ausdruck sinnvoll ist, den natiirlichen™ - .. ~
Definitionsbereich von f. N
Beispiel .
x’ [

X)=—— )

f( ) 2—\/X+2 LR

Vx+2 ist definiert fir x>-—2
Der Nenner ist genau dann 0, wenn x=2
Daraus ergibt sich ein nattirlicher Definitionsbereich D fz[—2,2[u]2,oo[

Beispiel

g ()=l
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4. Elementare Funktionen 4.1 Grundlegende Definitionen und
Eigenschaften

1
Die Funktion ist definiert genau dann, wenn der Radikant ‘x|+;>0

Das gilt V (x>0), % ist undefiniert fir x=0
[...]

D g:}—oo ,—1]U]0,0| ist der natiirliche Definitionsbereich

Definition: Relationen zwischen Funktionen, Operationen mit Funktionen

Seien f:D—IR, g:D—IR zwei Funktionen (mit dem selben Definitionsbereich).
Relationen

g<gl=p [V (x€D):[f(x)<g(x))|
(g<gl=p.[V (xeD):(f(x)<g(x))|
| f=8l=pe |V (x€D):[ f (x)=g(x)]]
> 8)=p |V (xED): [/ (x)>g(x))]
/> &) =put Y (xED): (£ (x)> g (x)]
Operatlonen
V(xeD):. ((f+g (o) =per S (x)+2(x)]
xED ([ —gl(x) eff(X) g(x)]
xeD):(|f )(x)=Deff( )-g(x))
v (xeD):|[glx)20/={ [ £ <x>—Def§§§§
w >V<Ae|R> (A 7)) =g A= ()
V (x ((|f Def|f(x)‘)
Definition: Hintereinanderausfiihrung, Komposition

Die Hintereinanderausfiihrung (,Komposition“) zweier Funktionen f und g ist die
Funktion fog mit V(XGDg)-'((ng)(X)=Deff(g(x))) ,falls R,ED .

Definition: Umkehrfunktion

Wenn f:D,—R;, bijektiv ist, dann ist die Umkehrfunktion f ':R,—D, definiert durch
V(xeD,):V (yeD,):| f(x)=yl=|f" (y)=x]|

Bemerkung

Die Menge aller Funktionen f:D—IR (auf D) ist ein reeller Vektorraum beziiglich der
Operationen Addition ( f+g ) und Skalarmultiplikation ( A- f).

Bemerkung
|f#g|=3(xeD):(f(x)#g(x)|
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4. Elementare Funktionen 4.1 Grundlegende Definitionen und
Eigenschaften
Bemerkung: Bezeichnungen

Es werden die Bezeichnungen
f~" fir die Umkehrfunktion und
1 fir die reziproke Funktion

f

verwendet.

Bemerkung

Der Graph der Umkehrfunktion f~' entsteht aus dem Graphen von f durch Spieelung an
der Geraden y=x.

Beispiel

f(x)=x>, x=0

Die Umkehrfunktion ist £~ (x)=+/x
Definition: nach oben beschrankt

Eine Funktion f:D—IR hei3t nach oben beschrankt, falls exists(x in setR):forAll(x in D):
left( f(x) leslant c)

Definition: nach unten beschrankt

Eine Funktion f:D—IR heiBt nach unten beschrankt, falls exists(x in setR):forAll(x in D):
left( f(x) geslant c)

Definition: beschrankt

Eine Funktion f:D—IR heiBt beschrankt, wenn sie nach oben und nach unten beschrankt
ist.

Bemerkung

[...sieche Benjamin...]

Definition: streng monoton wachsend

Eine Funktion f:D—R heil3t streng monoton wachsend, wenn gilt:
V(xOED):V(xleD):((x0<x1)=>(f(x0)<f(x1)))

Definition: monoton wachsend

Eine Funktion f:D—R heildt monoton wachsend, wenn gilt:
V(xOED):‘v’(xleD):((x0<x1)$(f(x0)<f(xl)))

Definition: monoton wachsend

Eine Funktion f:D—IR heil3t monoton fallend, wenn gilt:
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V(xoeD):V(xleD):((x0<x1)=>(f(x0)>f(xl)))

Definition: streng monoton fallend

Eine Funktion f:D—R heildt streng monoton fallend, wenn gilt:
V(xOED):V(xleD):((x0<x1)=>(f(x0)>f(x1)))

Bemerkung

| f].istStrengMonotonWachsend ()= |— f|.istStrengMonotonFallend ()
| £ |.istMonotonWachsend ()= |— f|.istMonotonFallend ()

Satz

Jede stren monoton wachsende Funktion besitzt eine Umkehrfunktion f7', die ebenfalls
streng monoton wachsend ist.

Beweis
S :D;—R, ist eine Abbildung auf den Wertebereich von R,
f ist eindeutig:
Sei Xx,,Xx,€D | x,#Xx,.Dann gelte ohne Beschrankung der Allgemeinheit: Xx,<x,
Aus der strengen monotonie der Funktion f folgt:
Vor=f(xo)<f(x))=:y,
= VoF Xy
= eine Umkehrfunktion f': R,— D, existiert.
f" ist monoton:
Seien Yy, V,€R; mit y,<)y,.
Dann EI(XOEDf)-EI(xleDf)~'((f(xo):yo)/\(f(xl):yl)) (Es ist klar, dass X,# X, )
Nehmen wir an, dass X,>X, . Dann wiirde daraus folgen: ¥,=f (x,)>f(x,)=, . Dies ist
ein Widerspruch. Also ist die Annahme falsch.
Also gilt: /7' (x,)=x,<x,=f"(»,) . Das heiBt, dass | f~'|.istStrengMonotonWachsend ()

Definition: konvex

Funktion f:D—IR heil3t konvex, wenn gilt:
V (x,€D): ¥ (x,€D): V(A€l0,1[):
([, 7=(1=2)-xp+A-x,€D|= £ (x,)<(1=A)- £ (x,)+A- £ (x,)

Bemerkung

Eine Funktion f ist konvex genau dann, wenn der Graph von f unterhalb jeder Sekante
liegt.

Definition: konkav

Funktion f:D—IR heidt konkav, wenn gilt:
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Eigenschaften

V (x,€D): ¥ (x,€D): V(A€l0,1[):
([x,7=(1=2)-xg+A-x,€D| = £ (x,)2(1=A)- £ (x,)+A- £ (x,)

Bemerkung
Eine Funktion f ist konkav genau dann, wenn der Graph von f oberhalb jeder Sekante
liegt.

Satz

Sei f eine eineindeutige Funktion. Dann gilt:
\(f].istKonvex ()A| f.istMonotonWachsend ()=

((f_l) .istKonvex () Al £7'].istMonotonWachsend ( ))

Beweis

Sei f konvex und wachsend.

Daraus folgt (aus dem vorherigen Satz), dass [
wachsend ist. Noch zu zeigen ist also, dass
(f_l).istKonkav()

Sei f(x0)=y,, f(x,)=y, B ' T
xA=(1—A)'X0+A'X1 '

flx,)=y

S )<[1=A) £ (xp)+2- £ (x))
Nach Definition von £ gilt: x,=f"'(y,),x,=f ()

:.«f(xA)<(1—2\)-y0+7\-y1 ( f7' anwenden) ~ ) v
=x,=/ " x]<s 1Ayt (f7 ist, :
monoton wachsend) - e

=x,=(1=a) /7 (v +A- 7 ()
= f' ist konkav
Satz 3

Sei f eine eineindeutige Funktion. Dann gilt:
\( f].istKonvex ()A| f.istMonotonFallend ()| =

((ffl |.istKonvex (Al f!|.istMonotonFallend ( ))

Beweis

Analog.

Satz

Sei f eine eineindeutige Funktion. Dann gilt:
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\( f].istKonkav () Al f).istMonotonWachsend ()| =
((ffl |.istKonkav () A| £7']. istMonotonWachsend ())

Beweis

Analog.

Satz

Sei f eine eineindeutige Funktion. Dann gilt:
\( f].istKonkav () Al f|.istMonotonFallend ()| =

((ffl).istKonkav()/\(ffl).istMonotonFallend())

Beweis

Analog.

Satz

Sei f:la,b|=R konvex. Dann ist f nach oben beschrankt und nimmt das Maximum in a
oder b an.

Beweis

Sei x€la,b| beliebig, dann existiert ein A€/0,1| mit x=(1—2\)-a+2\-b. Aus der Konvexitat
fx)< [1=x|-f(a) +A-f(b)<C

<C:=max|/(a), f ()] <C

von f folgt:

Bemerkung

Wenn f nicht konstant ist, dann gilt V(x€la, b ) sogar (f(x)<max({f(a),f(b)})) .

Anmerkung:
f(a)=7(b)=f(x,) mit x€la,b|
Jedes x€la,b| lasst sich schreiben als konvexe Linearkombination von a und X,
beziehungsweise X, und b.

Bemerkung

Spéter zeigen wir: Jede konvexe Funktion auf |a, b| ist auch nach unten beschrankt.

Bemerkung

Analog gilt: Konkave Funktionen auf abgeschlossenen Intervallen sind nach unten beschrankt.
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Eigenschaften

Datum: 27. Mai 2003

[...nicht anwesend wegen Schlafbedarf, Mitschrift bei Benjamin...]
<import from=“Dietlind Ziihlke“>

Satz

Jede streng monoton wachsende Funktion f besitzt eine Umkehrfunktion 7', die ebenfalls
streng monoton wachsend ist.

Beweis
f:D;—>R,
f ist eindeutig: Sei X, X;€D mit X,#X; und (ohne Beschéankung der Allgemeinheit)
Xo<X, .
Aus der strengen Monotonie folgt: V,-=f(x,)<f(x,)=:»,
= YoF M1
Daraus folgt, dass die Umkehrfunktion f~':R =D existiert.

Eigenschaft: Monotonie

Die Umkehrfunktion ist Monoton

Beweis

Seien Yy, V,€R,; mit y,<y,.

:>E|(x0’xleDf)~'((f<x0):y0)/\(f(x1):y1)/\(xo7&x1))

Nehmen wir an, dass X,>Xx, . Das wiirde bedeuten, dass V,=/f (x,)>f(x,)=y. Das ist ein
Widerspruch. Die Annahme ist also falsch.

Damit gilt: fﬁl(yo):xo<x1:fil(y1) .
Also ist f' streng monoton wachsend.

[...oh, das hatten wir schon mal...]
</import>
<import from=“Dietlind Ziihlke*“>

4.2 Elementare Funktionen

Definition: Polynom

Polynome (auch genannte , Polynomfunktionen®, , ganzrationale Funktionen®) sind
Funktionen der Form

n
P(x)=), (ak'xk)=an-x”+an_l'x"71+...+a1~x+a0
k=0

Definition: rationale Funktionen

Sind die Funktionen P(x) und Q(x) Polynome, so ist
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YV (x€R):|(Q(x)#0|= f(x)=% eine rationale Funktion.
Definition: algebraische Funktion

Die Funktion y=f(x) ist eine algebraische Funktion, falls Polynome P,...., P,
existieren, sodass V(xEDf):(Pm(x)-ym+Pm_1(x)~ym_1+...+P1(x)~y+P0(x)=O) . Gilt dies, so
sagt man, y=f(x) ,geniige einer polynomialen Gleichung®.

Beispiel

Sei die Funktion V(—2<x<2),-(y:f(x):\/4—x2) gegeben.

Dann gilt: y*+x°~4=0 . Die einzelnen darstellenden Polynome sind:
P,(x)=1
P, (x)=0
P,(x)=x—4

Definition: Potenzfunktion

Eine Funktion f(x) heil3t Potenzfunktion, wenn sie folgender Form ist.
V(x):V(x):

((((aelN)A(xelR))v((—aaN)A(xelRi)

v((aeIR)/\(xelR*))z(f(x)=x“)))

Eigenschaft: Umkehrfunktion

o e

Die Umkehrfunktion einer Potenzfunktion y= f(x)=x

Definition: Exponentialfunktion

Eine Funktion der Form V(ae(lR\{l})):V(xEIR):( f (x)=ax) heiBt Exponentialfunktion

zur Basis a.
[...Grafik...]

Eigenschaften
V(x€R):(f(x)>0]
X€R):V (yeR):(f(x) f(y)=/(x+y)]

V(
V(x€R):V (y€R):(f(x)-y=f(x-y)
Y (a>0):| fistKonvex ()

Beweis

Sei (x<y|Al0<A<1].

Zu zeigen ist: a'' V= f((l Alx— Ay) [1=A) £ [x]+A-fly)=[1-2
ola"<(1-a+A-a” ]

Das ist aber erfiillt, denn aus der Bernoullischen-Ungleichung folgt:

a’+A-a’
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A

W =1+ 1) <1+ ade =1 =(1- A+ A

>—1

a

Monotonie:
Y (a>1):| fistStrengMonotonWachsend ()|
Y (0<a<1):| fistStrengMonotonFallend ()|
Das heit: f:IR—0,00| ist bijektiv.
Definition: Logarithmus
Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion x+~ «* heiBt Logarithmusfunktion zur Basis a
. (Es gilt wieder: ae(IRJr\m) ).

Schreibweise

V (xeR"):( £ (x)=log, x|

Definition: dekadischer Logarithmus

Die Logarithmusfunktion zur Basis a=10 heiBt dekadischer Logarithmus.
Schreibweise

log,,(x|=log|x|

Definition: natiirlicher Logarithmus

Die Logarithmusfunktion zur Basis a=e hei3t natiirlicher Logarithmus.
Schreibweise

log,x)=Inx]|

Definition: dyadischer Logarithmus

Die Logarithmusfunktion zur Basis a=10 heiBt dyadischer Logarithmus.
Schreibweise

log,|x|=1d(x]

</import>
<import from=, Christian Wagner*>

Eigenschaften

[Grafik]
log,(a)=1
log,(1)=0
log,(x-y)=log,(x)+log,(y)
log,(x”)=y-log,(x)
>1):
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Y (0<a<1): ((loga) .istStrengMonotonFallend () A(log,

.istKonvex ( ))

</import>

[,..]
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Datum: 03.06.2003

[...wo war ich hier?...]
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4. Elementare Funktionen 4 2Flementare Funktionen
Datum: 05.06.2003

Wiederholung

Definition: Grenzwert

Gegeben seien x,,c€R.

}Ln: [/ lxll=c ist dann der Fall, wenn fiir jede Umgebung U E(C)Z}c—e, c+e| eine punktierte
Umogebung Ué(x0)=]x0—5, XO[U}XO, X0+5{ existiert mit der Eigenschaft
V(erR):((xeUé(xo))z(f(x)eUe(c))) ,

Uneigentliche Grenzwerte
(das heiBt: die Sonderfalle x,€/—o,+o| und|oder c€ —o,+w|)
Wir ersetzen die Umgebungen von X, beziechungsweise ¢ in diesem Fall durch die

,Umgebungen“
Y (k€R"):{|—~00,—k[| von —oo

V (k€R"):(|k,+o|| von +o0
Definition
V(celR):( lim | f(x))=c @Def(V(eelR+).-EI(keIR+):V(x>k).'(|f(x)—c|<e))

V(xOEIR):((lim [flx]|=+c0

X=X,

@Def(V(kelR*);3(5e|R*).-v(xe|R).~((0<|x—x0]<5):(f(x}>k)))

=

V(xOGIR):((lim (flx)|=—c0

X=X,

v(ke|R_).~E|(5e|R*).-V(xe|R).~((0<|x—x0|<5):1f[x]<k)))

Def

Bemerkung

Die Definitionen fiir x,=—% und|oder c=—0o sind analog.

Bemerkung
Fir uneigentliche Grenzwerzwerte gelten die selben Rechenregeln wie flir eigentliche
Grenzwerte, falls die auftretenden Ausdriicke sinnvoll definiert sind in R=RU|—o0,+00] .

Beispiel

lim | f [x|—g[x||=lim £ (x|~ Tim (g x )), falls diese einzelnen Grenzwerte definiert sind und

X — 00 X — 00 X — 00

ihre Differenz definiert ist. (Beispielsweise ist co—oo nicht definiert.)

Bemerkung

Auch die Monotonie des Grenzwertes gilt fiir uneigentliche Grenzwerte

Bemerkung

Die Charakterisierung mittels Folgen gilt ebenfalls.
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Beispiel

(Jl(iglo(f(x))=c)© Fiir jede Folge (x,| mit lif}o(xn —% qilt ,11152 flxll=c.

Beispiel 1

lim [x|=+oo - 1im [x|==2 (riyial).

Damit folgt aus den Rechenregeln (oder mit der Definition): xlir+noo p =xlier % =0 .

Beispiel 2:

lim |{—|=+0c, lim [—|=—o
x—0+0 | X x—0-0 |\ X
Beispiel 3:

ﬁEI(lim sin()) | weil

X—00

Fall x,=n-m

lim (x,/=0 ,pey lim [sin(x,||=0

Fall yn=2-rr-n+%

lim (y,|=00  aber lim [sin(y,||=1
Beispiel 4:

Sei P(x)=z(ak~xk)=an~x"+...+a1~x+a0 mit a,#0 .
k=0

Dann folgt (aus Rechenregel und Abschatzung):

lim(P(x)): +oo  fiir a,>0

n—o —oo  fir an<0

a, a, a

Plx|=a, x"-|1+——+...+ n71+—:
— X X X

— 00 — —_— ——

-0 -0 -0

Beispiel 5:

Seien

P(x)=i (ak-xk) mit a,#0

k

I
o

M=

Qlx|= (bk-xk) mit b, #0
k

Dann gilt:

I
o
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an f..
— ur n=m
plxl| | &
lim (—) =0 fiir n<m
n—+o | QX +o0 fiir(n>m)/\(an>0)
—oo  fiir(n>m|A|a,<0]
Beispiel 6:
oo fir a>1
lim (GX)Z 1 fir a=0
e 0 fiir O<a<l
1 oo flir a>1
lim (at) = limla*|={1 fiir a=0
t—0+0 ‘XHOO‘@([.":%HO+O X—00 O fur O<a<1

5.2 Stetige Funktionen

Definition: stetig

Sei f eine Funktion, die in einer Umgebung von X, definiert ist. Dann heiBt f stetig in X,
falls 1im [/ [x]]=/1x,]

Definition: stetig

Die Funktion f heil3t stetig, wenn f in jedem Punkt des Definitionsbereiches stetig ist.

Bemerkung

f ist stetig in X, genau dann, wenn die einseitigen Grenzwerte existieren und gleich f (Xo)
sind.
fistStetigIn(xO)@( lim (f(x])= lim (f(x||=f|x)

x—x,+0 x—x,—0 )

Bemerkung

fz'szSzetz‘gln(xo)a»(V(eelR*).-El(aelR*);

e=sxaf<8]={ (xI= £ xa] ]|

Bemerkung

Aus der Folgen-Charakterisierung des Grenzwertes ergibt sich:

fistStetigin|x,|< Fiir jede Folge x,| mit nggilny(xn):xo ailt: }lzij?o(f(xn)

=/ x|

Bemerkung

Die Rechenregeln fiir Grenzwerte ergeben:
Gilt ( f.istStetigln(xO))/\( g istStetig[n(xO)) . dann sind auch
ftg
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S8
/g
g falls g|(x,)#0

stetigin X, .

Bemerkung

Alle elementaren Funktionen sind stetig (das heiBt: stetig in jedem Punkt ihres jeweiligen
Definitionsbereiches).

Beispiel

V(xOGIR):((f(x):ex).istStetigIn(xO)

lim [ £ (x])=1im [e*] =

X—o0 x—0

_ 0_
Wir wissen schon: 1=¢’=f[0] . Das hei3t: f.istStetigIn(xO=0) .

Dies ist bekannt

Aus Potenzgesetzen und Rechenregeln fiir Grenzwerte folgt:

lim | f {z]] = lim(f(x—i-xo)):lim et Zex"-lim(e"):f(xo)
e Yt:x+x:}d$\xH0J -0 X=X | T x=0

Klassifikation der Unstetigkeitsstellen

Wenn eine Funktion f in einem Punkt X, unstetig ist, dann gibt es folgende Moglichkeiten
1. Unstetigkeiten erster Art:
1. ,hebbare Unstetigkeit*:

3 lim(f(x)) , aber )}ij?(f(x))#f(%)

2. ,,Sprungstelle®:
Die einseitigen Grenzwerte existieren , sind aber nicht gleich.

3( 1im (f(x)))Aa( lim (f(x)))/\ lim (f(x)]# lim (f(xi))

x—X)+0 x—X,—0 x—x,+0 x—x,—0
Diese Unstetigkeiten werden als ,,harmlos® bezeichnet.
2. Unstetigkeiten zweiter Art:
1. ,Unendlichkeitsstelle”, , Polstelle*
Die einseitigen Grenzwerte existieren, aber mindestens einer ist +o oder —o .

( lim (f(x])E{—OO,JrOOJ)\/( lim (f(x))e{—ooﬁoo})

X—xy,+0 x—x,—0

2. ,wesentliche Unstetigkeit*
Mindestestens einer der einseitigen Grenzwerte existiert nicht.

3()(11210 (f(x)))/\El(Xliglo (f(x)))

Diese Unstetigkeiten werden als ,,gefahrlich® bezeichnet.

-

Beispiel

Flxl= x wenn x#1
2  wenn x=0
Diese Funktion hat eine hebbare Unstetigkeit bei x=2 .

[Grafik]
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Beispiel

x wenn x<1
flx|={2  wenn x=1

3 wenn x>1
f ist stetigin allen x#1

Xlgrlrgo(ftx)zl))A(xlgrlgo(f(x)=3))

Beide einseitige Grenzwerte existieren, sind aber verschieden. Also haben wir hier eine
Sprungstelle.

Beispiel
1 wenn x#0
flx|={x
0 wenn x=0
lim [—|=4w|A| lim |—|=—00
x—0+0 | X x—=0-0\ X

Das heif3t: Beide einseitigen Grenzwerte existieren, sind aber nicht endlich. Also existiert eine
Unendlichkeitsstelle bei x,=0 . (In allen anderen Punkten x,#0 ist f stetig)

Beispiel
( Die Funktion hat eine wesentliche
. 1 Unstetigkeit in x,=0 (und ist stetig in
sin{—| wenn x#() allen x,#0)
flx|= X
-0 wenn x=0
V(neIN):V x,=—,|:|lim [sin|—||=0
n1t’ | | now X,
=sinﬂn~n):O
:'V(nEIN):(lim(xn =0)
[Grafik]
Vn 2 1
n- 2-n+§

lim(yn)=0)/\ lim| sin[—| |=1

Es folgt: ('H”

n—oo n

| —

™
=sin|2-mm'n+—
sm( ™n P
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X

lim |sin

x—0+0

ﬁﬁa

(analog fiir den linksseitigen Grenzwert)
Beispiel

1 wenn xeC

Die Dirichlet-Funktion WV (x€R):
0 sonst

flx|=

hat in jedem Punkt x,€R eine

wesentliche Unstetigkeit.

Satz

Eine monotone Funktion kann nur Sprungstellen als Unstetigkeitsstellen haben, und zwar
hochstens abzahlbar viele.

Beweis

Genau zu zeigen ist: Beide einseitige Grenzwerte existieren (hebbare Unstetigkeitsstellen sind
wegen der Monotonie und maglich).

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei f:|a, b|—IR monoton wachsend. Zu zeigen ist:
VY |x,€la, b): 3( lim (f(x|)|A3[ lim [f[x))

x—Xx,+0 x—x,—0 )

Sei x€|a,b|. Wir betrachten die Menge M:={f(x)‘a<x<x0} .
V(xeM):[flxI< flx,
obere Schranke

M ist beschrankt, da

=3(s:=sup(M||:(seR]
[Grafik]

Zu zeigen ist also nun:
lim |f(x)|=s

x—x,—0
Sei €>0 gegeben, also existiert nach der Definition des Supremums ein X <X, mit
S—€<f(xg)<8 . Wir setzen 6:=x,—x_>0.

<

Fir alle x€]x0—6,xo{=]xe,xo[ qilt: s—e<f(x6) f(sz, das heif3t |f(x)—s|<e

lim [f(x]|=s

x—x,—0

/f ist monoton wachsend

, also

Analog: Die Existenz des rechtsseitigen Grenzwertes zeigen und die monoton fallende Funktion
behandeln.
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4. Elementare Funktionen 5.2Stetige Funktionen
Datum: 17.06.2003

[...nicht anwesend gewesen...]
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4. Elementare Funktionen 5.2Stetige Funktionen
Datum: 17.06.2003

Wiederholung

Satz

Sei ISR Intervall, f:I—IR stetig.
Dann ist

1. 3(f "o fistStrengMonoton ()
Beweis

Letzte Vorlesung
2. A(f Y= 7). istStetig ()

Beweis

a,b

Fiir abgeschlossene Intervalle |a,b|, also f ist der Form f: —l|c,d| und fistStetig() .
Es existiere die Umkehrfunktion f™'. Nach 1. ist f streng monoton. f sei ohne
Beschrankung der Allgemeinheit wachsend. Dann ist f~' ebenfalls streng monoton wachsend.
Der Beweis geht indirekt:

+ Annahme: f ! sei unstetig in einem Punkt yOE}c,d [

Daraus, dass f~' monoton ist, folgt, das ¥, eine Sprungstelle ist, das heif3t, die einseitigen
—1 -1
Grenzwerte X1 yllino(f (y)) und X2- yllin (f (J’)) (mit x,;<X,) existieren.

. 1 1
Sel yn'.:yoizv Zn=y0+; .

=lim(y,|=lim(z,|=Y, und x1=lim(f y n)), x2—11m a

Zn)
n—oo n—oo n—oo n—oo
1

yo—llm(f(f EAE

VES

=y

Aus fistStetig() folgt: f(xl):lij?o(f(fl

Bemerkung

1. gilt nicht, wenn der Definitionsbereich von f kein Intervall ist.
[Grafik]

Satz: Zusammensetzung stetiger Funktionen

(fistStetigln(xo)/\g. istStetigln|y,= f (xO)))=>(g o f).istStetigln| x|

Beweis: Folgencharakterisierung der Stetigkeit
Sei [x,| eine beliebige Folge mit E‘; X=X, . Dann folgt aus fistStetigln|x,| :

i 15, x4

=Yo

=Vn

Aus g.istStetigin ( yo) folgt:
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4. Elementare Funktionen Wiederholung

122 g(f(xn) :g(f(XO)) , das heiBt: (gof).istStetigIn(XU)
(gef)lx,] (gefllxo)

5.3 Stetigkeit der elementaren Funktionen

Satz

Alle elementaren Funktionen, also
Polynome,
rationale Funktionen,
Exponentialfunktionen,
Logarithmusfunktionen,
Potenzfunktionen,
trigonometrische Funktionen
Arcusfunktionen
Hyperbelfunktionen
sind stetig (in allen Punkten ihres Definitionsbereiches).

Beweis

die konstante Funktion f(x)=c=const ist stetig.

flx|=x (identische Abbildung) ist stetig

Aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte und stetige Funktionen folgt
Polynomfunktionen sind stetig
rationale Funktionen sind stetig

Exponentialfunktion: f:IR—0,00, f(x)=a" (mit (aEIR+)A(a¢1))

Wir wissen schon 113} 4 =1=/(0) , das heif3t: f.istStetigln(xozo),
=f(x)
lim [ f(x))=lim [¢" "™ = &™liml|a'|=Ff(x
Sei x,€R beliebig. Dann gilt: x%xo(f( | xox || = Ho( | f( 0) (Hier

kamen auch die Rechenregeln fiir Grenzwerte zur Anwendung)
Das heit, fistStetigln|x,|
Logarithmusfunktion f (X)=10ga( x| ist stetig als Umkehrfunktion der streng monotonen und
stetigen Exponentialfunktion
trigonometrische Funktionen: vergleiche die Ubungsaufgaben
(allgemeine) Potenzfunktionen: f:/0,00| =R, f(x)=x" (mit x€R)
a:e“'l“"“:fz(fltx)) mit f,(x|=cInlx] und f,(y|=e’ und |f,].istStetig()

In{x|

fx)=le

und (fz).istStetig()

= fistStetig ()

Arcusfunktionen sind als Umkehrfunkten der (stetigen) Winkelfunktionen ebenfalls stetig
Hyperbelfunktionen sinh|x|= € ¢ , cosh|x|= € n;e , USW.

sind stetig nach den Rechenregeln fir Grenzwerte und der Stetigkeit der
Exponentialfunktion.
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4. Elementare Funktionen 6.Differenzierbare Funktionen
6. Differenzierbare Funktionen

6.1 Definition der Ableitung und Rechenregeln

Definition: differenzierbar
Sei f:la,b/€R eine reelle Funktion und x,Ela,b|. Dann heiBt f differenzierbar in X,
falls der Grenzwert

f'[x):=1im

X=X,

f‘x)_f(xo)

Xo

existiert.
Definition: Ableitung

Die reelle Funktion f '(Xo) heiBt Ableitung von [ in Punkt X, .

Definition: differenzierbar

f heil3t differenzierbar, falls f in jedem x,Ela,b| differenzierbar ist.

Bemerkung

f(xo+h)_f(x0)
h

Eine aquivalente Formulierung ist: f ’(x0)=lim
h—0

Bemerkung: geometrische Deutung

[Grafik]
Der Anstieg d er Sekante (durch (xo,f(xo)) und (x,f(x))) ist tan(o‘):%ﬂxo)

(Differenzenquotient)
,Der Limes der Sekante ist die Tagente“
,Die Ableitung ist der Anstieg der Tangente ist der Grenzwert de Differenzenquotienten*

Bemerkung

Analog zu einseitigen Grenzwerten kann man auch rechts- und sinksseitige Ableitungen
definieren:

\x|—flx
S [xo):= lim M (Linksseitige Ableitung)
x—x,—0 X— xO
[x]—
f' +(xo):z lim w (Rechtsseitige Ableitung)
x—xy+0 — Ao

Wie bei den Grenzwerten gilt:

S RN A TN PR PN RTNN |

Beispiel

flx]=[x|
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4. Elementare Funktionen 6.1Definition der Ableitung und Rechenregeln

—1 wenn x,<0
Es ist klar, dass f'[x|= D
+1 wenn x,>0

f'o=1lim | flx)-f[0]|=-1

x—0-0
-0
:;g:_l
f'o=lim | flx]=fl0]|=1
x—0+0
x—0
:%:1

=-3( /(0]

Ein Grundgedanke der Differenzialrechnung ist die Approximation einer gegebenen
(,gutartigen®) Funktion in der Umgebung eines Punktes (das heil3t: lokal) durch einfachere
Funktionen (zum Beispiel lineare Funktionen oder Polynomialfunktionen) (Dies fiihrt zum Satz
von Taylor, den wir spater behandeln.)

Satz: infinitesimal lineares Verhalten

Sei f:|a,b|—R eine reelle Funktion, XOE]a, b| . Dann gilt:
f ist differenzierbar in X, genau dann, wenn

A(ceR)AV x€la, b[):(f(x)=f(x0)+c-(x—x0)+r(xi)/\

lim

X=X,

mit 7:]a,b[—R.

In diesem Fall ist c=f '(Xo) )
,Man kann sich die Funktion 7» als ,Rest” vorstellen, der den Fehler zwischen der Sekante
durch X, mit dem Anstieg ¢ an der Stelle x und der Funktion f an der Stelle x darstellt.*

Beweis

Hinrichtung:
Sei fistDifferenzierbarln(xo) und f ’(x0)=c€IR . Dann definiere man die Funktion » durch

r(x):= £ (x) = f (xg)=f " (xo){x =2
S rixl =f(x)_f(x0)—f'(xo) = [ %=/ '[%]=0

X=X, X=X, X%,
.| rix
Also ist lim [— ] =
xox, | XX
Ruckrichtung:

Wenn c€R und eine Funktion 7 mit den angegebenen Eigenschaften existiert, dann folgt:

f(x)—f(xo)_ rlx)
=c+ - ¢
X=X, X=X, %%

f(x)_f(xo)

X=X,

Das heiBt: f'[x,|=lim

X=X,
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4. Elementare Funktionen 6.1Definition der Ableitung und Rechenregeln

Bemerkung

Ein Vorteil d es ,infinitesimal linearen Verhaltens* ist: Die Ubertragung auf hohere
Dimensionen ist méglich. f:R"—IR" ist (total) differenzierbar in X,, falls eine lineare
Abbildung A:R"—IR" existiert mit:

F(x)=f(xo)+A{x—x,)+r|x]

—— —_—
eR" eR" und

eR"

||I’[x) R"

lim x—x, =0

Hx —X OHIR”
Die Beziehung ist: A=D ,(x) ist die totale Ableitung
S (x)=f(x)

X=X,

(Die Ursprtingliche Definition f ’( x0)= lim

X=X,

ist sinnlos fiir f:IR"—IR".)

Satz
fistDifferenzierbarln|x,|= f.istStetigln| x|

Beweis

Sei f(x)=f(xo)+c:|x—xy|+r(x] (wobei c,r wieim Satz sind).
= lim | f|x||=1im (f(x0)+c-(x—x0)+r(x))zlim |/ (x0)+0+0]=f x|

X=X, X=X,

Satz: Rechenregeln fiir die Ableitung

Wenn f, g in X, differenzierbar sind, dann sind auch
f*g,
A-f,
/g,
i
8
in X, differenzierbar und es gilt:

1. ‘fig)’(xo):f!(xo)ig'(xo)

Beweis

Folgt aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte.
2. (A [xg =2 [x,)

Beweis

Folgt aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte.
3. ‘f’g)'(xo):f’(xo)'g(xo)+f(x0)'g'(xo)
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4. Elementare Funktionen 6.1Definition der Ableitung und Rechenregeln

Beweis
f(x).g(x))c—_];(xo)-g(xo):f(xv".g(i{):i(xo)+f<X)3:j:(Xo>.g(x0)
\ i 0 C

g'(x,) J(x)
(Untere Zeile gilt fir x—Xx,)

Aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte folgt:

(f.g)’(xo)z}(jir%J f(X)~g1X))C—_{C((JX0)-g(Xo) =f'(x0)-g(xo)+f(x0).g'(xo)
4. (i)r(xo):f'(x0)~g('(xg0)(;])p)(2xo).g’(xo) (falls g(xo);ﬁO)

Beweis

Analog zu 3.
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4. Elementare Funktionen 6.1Definition der Ableitung und Rechenregeln

Datum: 24.06.2003

Satz: Kettenregel

Seien f, g reelle Funktionen, sodass der Wertebereich im Definitionsbereich von f enthalten
ist. Wenn g.istDifferenzierbarIn(x,) A fistDifferenzierbarin(y,=g(x,)) , dann
| f o g|.istDifferenzierbarln(x,)

fogl'[xo)=1"(glxo]]-& " xo]
Beweis

fF)=f(y,)
Wir betrachten die Funktion 7(y)= Y=Y

f'(¥) wenn Y=y,
(f@%fww
Y=Y

wenn y#y,

lim (A|y|)=1lim

Y=Y Y=o

fistDifferenzierbarin(x,)= =f '(y0)=h(y0)

= h.istStetigBei| y,|
AuBerdem gilt: V(y)-'(f(y)—f(yo):h(J’)'(y—J’o))

Wir setzen y=g(x), y,=8(¥,)
g.istDifferenzierbarBei | x,|= g.istStetigBei|x,| Das heift: (x—>x0):>(g(x)—>g(x0))

| slglx)—rlglx
:,(fog)’(xo)zhm x_x( ( 0))
XX, 0

L glx|—g|x,|

=lim | g} == 0=

=h g(xo) 'g(xo):f’(g(xo))'g’(xo)

Yo

Bemerkung: Merkregel
I &b i
A dv d ( y=y(x)=g(x) Substitution [?])
Satz: Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion

Sei f:I—J stetig und fistBijektiv() (wobei I,J€R Intervalle sind) und sei
fistDiffernzierbarln|xy|A|x,€1| . Dann

ist die Umkehrfunktion f':J—I€y,=f (xo) differnzierbar, und es gilt:

Lﬁm#NQW”H%FT%J
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4. Elementare Funktionen 6.1Definition der Ableitung und Rechenregeln

Beweis
Sl=F | 1
Y=Y f ’(Xo)
Wir nehmen dazu die Folgencharakterisierung des Grenzwertes und anschlieBend den
Kehrwert.

Zu zeigen ist: lim
Y=Y

Y= Yo
I =S )

Es genlgt also zu zeigen: lim( =f '(xo) fir eine beliebige Folge ( yn) mit

n—oo

igg(yn):yo .
Sei V(nEINg).'(xnzf_l(yn)) , das heif3t: V(nEINg):(f(X,,
S (x,) = f(x)

X=Xy

=Y.

Dann gentigt es zu zeigen, dass lim =f ’(xo) . Dies gilt ganz offensichtlich.

n— oo

6.2 Differentiation der elementaren Funktionen

Satz

Die elementaren Funktionen sind differenzierbar, und es gilt ¥ (x€R) : (Zusammenfassung)
. V(xeR):

x—1

(x“)'=(x-x

S B N
e =

5

=

|

(@)

o

Bz

=

cos|x||'=—sin(x]
tan(x))'= 1 2=1+(tan(x))
cos|x||
7 |cot(x||"= -1 2=—(1+(c0t(x)))
(sin(x))
8. |arcsin|(x||'= 1 -
1—x
9. |arccos|x||'= ! -
1-x
10. arctan|x||'= 12
1+x
11. [arccot (x])'= _12
1+x
12. [sinh(x||'=cosh (x|
13. [cosh x||'=sinh x|
1
hixlll=— =~
14, [tanh [x] p—

Seite 85 von 138



4. Elementare Funktionen 6.2Differentiation der elementaren Funktionen

—1
15, [coth x|| "=
(sinh(x))2
Satz
Die elementaren Funktionen sind differenzierbar, und es gilt ¥V (x€R) : (mit Inline-Beweisen)
1. V(xeR): (x”‘)'=o<-x”‘_1

Beweis
(Kettenregel benutzen mit g(x)=«-In(x|, f(y|=e)
— eln(x))‘x:eoplnfx\:f(g(x))

(24

X
:(xa)/:fr(g(x))_gr(x'):o('xlx—l
g(x) ol
2' (ex),zex
Beweis
ex+h_ex ex_eh_ex eh_
le*]"=lim =lim | ————— |=¢"-lim =[... abgewischt...]=e"-1=¢"
h—0 h h—0 h ool h
1
3. [Inlx]]'=—
Beweis

Sei y=Inlx|, das heiBt e’=x (der natiirliche Logarithmus ist die Umkehrfunktion der

Exponentialfunktion)
=(In(x])'= 1 =i=x
(ey) ’ ey

4. [sin(x]|'=cos|x]|

Beweis

sin(x+4)—sin|x|

|sin(x||]’=1im

h0 h
sin ﬁ
. 2 h
=}11£r; , -COS x+§
2
=lim sm(t) -lim(cos(ert))
-0 t -0
=1 =cos|x|
=cos|x|
Wir wissen:

(wenn wir a=x+h, b=x setzen)
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4. Elementare Funktionen 6.2Differentiation der elementaren Funktionen

o . _|ath a-b| atb a—b
sin|a|—sin(b)=sin 3 + 3 > 5
=sin 0s a—b +cos atb -sin a—b
2 2 2 2
_lsin a+b €0 a—b| a+b sin a—b
2 2 2 2
:2.Sin a+b -COS a—‘}_b
2
. | h h
:2- — . +_
sin| > |-cos| x+3
5. (cos|x|)'=—sin|x]

Beweis

Der Beweis ist analog zum vorherigen Beweis.

6. [tan[x||'= : _=1+]tan (x|’
|cos|x
Beweis
[ sinlx]
ran(x])= cos|x|
_ (sin(x||"-cos|x|—sin|x|-|cos x||"
Quotie;;enregd ( CoS (X ) )2
:(cos(x))2+(sin(x])2
(cos(x))2
_ 1
lcos(x]f
Zl-l-(tan(x))2
cotlx||'= —1 -1 C01x2
7. feotlal) = =~ {1 +feorlxI]
Beweis

Der Beweis ist analog zum vorherigen Beweis.
1

8. |arcsin|(x||'=
1—-x

2

Beweis

Der Arcussinus ist die Umkehrfunktion des Sinus, das heit: |y=arcsin|x||<|x=sin|y]|
. 1 1 1 1
|arcsin (x| '=— - - + _
sinfyl[coslyl = T fsinlyf V1-2

(e (12, 2
[sin|y|[ +[cos|y| =1

(cos(y|f=1—]sin |y}
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4. Elementare Funktionen 6.2Differentiation der elementaren Funktionen

Das Vorzeichen entfallt, da cos|y|>0
[Grafik]

9. |arccos|x||'= !

1—x

2

Beweis

Der Beweis ist analog zum vorherigen Beweis.
1

2
X

10. (arctanlx))'=l

Beweis

y=arctan|x/, das heiBt: y=tan(y] (Der Arcustangens ist die Umkehrfunktion des Tangens)

|arctan (x|’ = L _ 1 —= 12
[tan ]’ 1+(tan(y)]” 1+x
11. [arccot x| =——1
1+x
Beweis

Der Beweis ist analog zum vorherigen Beweis.
12. [sinh (x| '=cosh x|

Beweis

e'—e
2
13. (cosh|x||'=sinh x|

(sinh(x))’=(

Beweis

Der Beweis ist analog zum vorherigen Beweis.

\ 1
hix|)/=—

14, [tanh [x|] oo ls]
sinh x|

!

tanh|x|)'=

cosh x|

|sinh (x||"-cosh|x|—sinh(x)-(cosh x||"
(cosh(x))2

(cosh[x))z—(sinh(x))2

cosh|x||”
1

cosh ||’

15. [coth x|} '=———

(sinh [x)]
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4. Elementare Funktionen 6.2Differentiation der elementaren Funktionen

Beweis

Der Beweis ist analog zum vorherigen Beweis.

Bemerkung: logarithmische Ableitung, nitzlicher Trick

Aus der Kettenregel folgt: (ln( flx ))) ,fo’(_(xx)) .

Eine &quivalente Formulierung ist: (f(x)=eg{"1)2(f '(x|=g"(x]-e5™

Beispiel
(xx) ,=(ex-lnix3 y:ex-ln\xl‘.(x.ln(x)) y=(1+ln(x)).xx
x 1n\x}+x~l

6.3 Mittelwertsatze

Satz: Satz von Rolle

(von Michael Rolle, 1652..1719)

Gegeben sei eine Funktion f:|a,b|—R, wobei
fistStetigIn||a, b|| ,
J-istDifferenzierbarin Ha ,b [) .

Dann gilt:
[f(a)=f()|=3[x,Ela, bl|:[ £ [x,|=0]
[Grafik]

Bemerkung: anschauliche Erklarung

Wir suchen ein x,€la,b|, sodass die Tangente an den Graph von f im Punkt (Xo,f (Xo))

parallel zur x-Achse ist. Das scheint in Maximum- beziehungsweise Minimum-Stellen x,Ela, b|
zu gelten. Daraus folgt die Beweisidee.

Beweis

1. Fall: f=const
=V (XOE]a , b[) (f '(XO)ZO) (In diesem Fall sind wir sehr schnell fertig)

2. Fall

( f sei hier nicht konstant).
fistStetigAuf ||a, b}): f nimmt Supremum und Infimum auf |a, b| an.
= Supremum und Infimum kénnen nicht beide gleich f(a|=f (b sein

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei M.'inlipb](f1X))>f(a)=f(b) und f(x,)=M fir

ein geeignetes xoe}a ,b|.
Zu zeigen ist nun: f'(x,)=0
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[x<xo|=

[x>2xy|=

Sfx)=f(x)

X=X
—
<0

S (x)=f(x)

X=X,
—_—
>0

=0

=0

= lim (f'(xo))>0

x—x,—0

= lim f’(xo))<0

xX—Xx,+0
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4. Elementare Funktionen 6.3Mittelwertsatze

Datum: 26.06.2003

Satz: Satz von Rolle (Wiederholung)
V(a<b):V|f:|a,b|-R|:
| fistStetig () A fistDifferenzierbarAuf (|a, b|| Al £ la|= £ b))|
:(El(xoe]a,b[):(f '(x0)=0))

Satz: 1. Mittelwertsatz der Differenzialrechnung

Sei eine Funktion f:left[a, b right] toward setR gegeben, welche
stetig ist
differenzierbar ist auf

Dann gilt: 3(x,Ela, b[)(

a,b|.

f(b)=/(a)

h—a =/"(x,)

Beweis

f(b;:af(a) (
= (g. istStetigAuf ([a , b” A g.istDiffernzierbarin Ha s b[))
=l|gla)=f(a)=g(b)|

Wir betrachten die Funktion g(x):=/f(x)— x—a).

[Grafik einer Funktion, die im Intervall |a, b| betrachtet wird]
Anstieg der Sekante (von (a, f(a)) nach (b, f(b)) ist der Differenzenquotient.
Anstieg der Tangente ist die Ableitung
= gleicher Anstieg, also sind Sekante und Tangente parallel.

Aus dem Satz von Rolle folgt:

3(x,ela. bl 8" = - L2

P— =0 | . Daraus folgt die Behauptung

Bemerkung

Der Mittelwertsatz wird aufig in der Analysis angwendet, zum Beispiel fiir die Herleitung von
Ungleichungen.

Beispiel

Sei V(xe[O,l]):(f(x)zex) )

:‘v’(xe[O,lH:El(xOE]O,x[): exx_l=f(x)3:(j;(0)=f’(x0)=ex° .

Aus 1=¢’<e™<e*<e folgt: V(x€[0,1]]:(x+1<e<e-x+1]

Satz: Folgerung 1
Sei fistStetigAuf |a,b||A fistDifferenzierbarAuf (|a,b|| AV (x€la, b||:( f'(x)=0].
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4. Elementare Funktionen 6.3Mittelwertsatze

Dann gilt V|(x€|a,b||:(f(x)=f (a)=const)

Beweis
Sei x€|a,b| fest gewahlt und wenden wir den Mittelwertsatz auf f im Intervall |a,b| an.
Dann folgt daraus:
3(x,cla, x]: 0= s ()= LE LI
xX—a
=[0=/(x)-f(a)]
Satz: Folgerung 2: Monotonieverhalten differenzierbarer Funktionen
Sei fistStetigAuf la,b )/\ f.istDifferenzierbarAuf Ha, b[) .
Dann gilt:
1. fistMonotonWachsencLLluf([a,b})@‘v’(xe}a,b{):(f'(x)>0)
2. fistMonotonFallendAuf ||a,b||= ¥ x€la, b|):| £ '[x]<0)
Beweis
Fir Aussage 1.
Hinrichtung =
Sei f.istMonotonWachsend()/\(a<x0<x<b) ) =>(f(x)>f(x0))
2%20 (Zahler =0, Nenner >0)
, (S (x)=f(x)
:>V(X0).' f (XO):)}I_IBU ?00 =0
Daraus folgt die Behauptung.
Ruckrichtung <
Sei (V(x€la,b ):(f’(x)>0))/\(x1<x2). Zu zeigen ist (f(x2)>f(x1)). Wir wenden den
Mittelwertsatz auf f und das Intervall [prz] an.
x ‘_
= 3(x,€|x,, x,): M=f’(xo)>0 |, —x—1]
Xy— Xy
= f(x,)= f[x,>0
Bemerkung
— "(x
Insbesondere ist /(b) f(a)=f,( o (falls keine Division durch 0)
g(b)—gla) g'(x)
Satz: 2. Mittelwertsatz der Differenzialrechnung

Sei fistStetigAuf ([a,b})/\ [istDifferenzierbarAuf ||a, b[) . Dann
3(x,€la, b]):(| (b= flall-g"[x,|=|glbI—glall- /[ x,)
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Beweis

Wir wenden den Satz von Rolle auf die Funktion
h(x):=(f(b|-flall-g|x|-(g(b|-glal- /x| an.

= h.istStetigAuf Ha , b])/\ h.istDifferenzierbarAuf Ha ,b [)
=h(a)=f(b)-g(a)-g(b) f(a)==f(a)-g(b)+g(a) f(b)=h(D)
Aus dem Satz von Rolle folgt dann:

3(x,€la, bl]:(0=h"(x,]=(/ b= flall-g[x,|~(gbl-glall-f '[x,)
Daraus folgt die Behauptung.

6.4 Die I'Hospitalsche Regel

[sieht sehr prifungsrelevant aus]
(benannt nach Marquis de I'Hospital (1661..1704))

Ziel ist die Herleitung einer Moglichkeit, sogenannte ,unbestimmte Audriicke“ der Form %

oder % zu berechnen. Mit den ,,unbestimmten Ausdriicken® sind genauer gesagt Grenzwerte
(% mit 1im [/ (x))=1im (g (x)|€|0,— o0, + 0|

X=X, X=X,

der Form lim

X=X,

Satz

Seien die Funktionen f:|a,b|—R, g:|a,b|—R differenzierbar. Wenn
1. lin’:o(f(x)): Hrrio(g(X)):O oder

9 lim (f(x)|= lim [g(x)|=%e0

x—a+0 x—a+0

. . Sflx)| ..
ailt, so folgt xljgio(—g(x) = lim

, falls der reelle Grenzwert existiert.

Bemerkung

Analoge Assagen gelten flir
linksseitige Grenzwerte,
zweiseitige Grenzwerte,
auch fur uneigentliche Grenzwerte.

Beweis
(nur fur eigentliche Grenzwerte, also die Stelle a€R und der Grenzwert lim ]gr,g)) =ceR)
x—a+0
Es gelte lim (f'(x) =ceR.
x—a+0\ 8 (X)
Dann V(e>0):EI(6>O):V(xe]a,a+6[).'(c—e<JgPT<;c))<c+e )

Flr beliebige x, uEIa, a+5[ existiert nach dem zweiten Mittelwertsatz eine Zwischenstelle X,
)= f () _ S (x)
g(x)—gu) g'(x,)

zwischen x und u (also gilt insbesondere: xOE}a,a+6 [) mit . Daraus
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fl-fw_,

folgt c—e<
g(x)—g(u)
Jetzt sei x fest, u—a+0.Wegen Lm |/ (u))= lim (g (u)/=0 folgt
u—a+0 u—a+0
X . . X . X
V(xe]a,aJr(SU: c—e<f( )<c+e , das hei3t 3| lim S1x) Al lim A )=c _
g(x) xoar0 | 8(X) || \xmaro | g(x)
Beispiel
. |[sin|x] . [cos|x|
lim | = lim =cos(0)=1
x—0 X - x-0 1
I'Hospital
Beispiel
. x—sin(x . 1—cos(x . |sin(x 1
lim % = lim # = lim (x) = =
x=0 X — x=0 3-x = x-0| OXx | -
. , I'Hospital , I'Hospital obiges Beispiel
unbestimmter Ausdruck unbestimmter Ausdruck
der Form 0 der Form 0
0 0
Beispiel
1
. : . In|x . X :
lim [ x-In(x||= lim | = lim [——|= lim (x|=0
x—0+0 | ~¥——— x—x—0+0 -~ x—-0+0 x—0+0
Form 0:(—o0| I'Hospital —_
X 2
X
— —_—
Form —% ——x
Beispiel
o lim [x-In (x|
lim (x*|]= lim (™" = e = e'=1
x—0+0 x—0+0 i R e
Stetigkeit der e-Funktion obiges Beispiel

Bemerkung
Wenn der Grenzwert der Ableitung nicht existiert, dann kann keine Aussage Uber den

urspriinglichen Grenzwert gemacht werden.

Beispiel
2 (1 ,
lim =0 | I 1
. wegen — =|— -|x|-[cos|—
x=0| sin|x| s sin| x| sin| x| U
0 R ———— — xjol
Form — -0 -1 <1
0 X0 x=0

aber: der Grenzwert

Seite 94 von 138



4. Elementare Funktionen 6.4Die I'Hospitalsche Regel

x*-cos l) ' 2-x-cos|— |+x*|—sin|—|| —iz
X X X
-0 | [sin(x]|’ -0 cos| x|
2-x-cos|—|+sin|—
=lim
=0 cos|(x|
existiert nicht.
Exkurs: Bezeichnungen fir Ableitungen
0. Ableitung: f= 7
1. Ableitung: [’
2. Ableitung: [’
3. Ableitung: f'"’

4. Ableitung: "
5. Ableitung: "

6.5 HoOhere Ableitungen und Satz von Taylor

Das Ziel ist die lokale Approximation von Funktionen durch Polynome (das heil3t in der
Umgebung einer vorgegebenen Stelle).

Definition: Hohere Ableitung

(Dies ist eine rekursive Definition.)
Fir eine Funktion f:|a,b/—IR und xOE]a,b[ setzt man

f(o)(XO)’:f(XO)

S x =)
(n+1) T 0
VA _ilgl X=X,

=| f ("))’(xo) falls die n -te Ableitung in X, differenzierbar

ist.
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Datum: 01.07.2003

[...25 Minuten zu spat...]

(f.g)‘:n‘#l ( 0)

:((f'g)w [xo)

:(kz_;) Z .f‘k (XO)_g\‘n k (xo) ,

_5([m). p g gk ,

&= \k f (Xo)g (XO)

:Zn: Z 'f‘k}(xo)'g‘"ﬂ_k}(xo) +’1Z:([___abgewischt...])

=[...abgewischt...]

n

= f(xo)'gf”+13(x0) +Z Z + kﬁl .ffkl(xo).g‘ln+1—kl(x0) n f‘i"_“(xo)'g(xo)
Summand k=0 der 1. Summe k= —_— letzter Summand der 2. Summe
1:("+1 (";1) L[n+1
0 n+1
n+1 n+1 . ‘
=kz=:‘) . _f\kj(xo).g\n+1—kj(x0)

nachstes Ziel: Approximation einer gegebenen Funktion in der Umgebung einer Stelle x 0
durch ein Polynom wvom Grad n. Das heiBt: Wir suchen ein Polynom

f(X)_Pn(X)

(x—x0 !

n

Pn(x)an(x,xo,f)zz(ak-{x—xo)k) mit der Eigenschaft lim

k=0 =%

:().

Bemerkung

Wenn ein solches Polynom existiert, dann ist es eindeutig bestimmt.

Beweisidee

Seien P und Q zwei approximierende Polynome, also

n

P(x)zkz_;)(an-(x—xo)k)

Plx|=)] (bn-(x—xo)k)
k=0
Zu zeigen ist also V/(k€[0,1,...,n]|:(a,=b,) .

Wir betrachten R(xJ=P(x)—Q(x)=Zi: ((ak—bk)-(x—xo)k) .
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Rlix| _flx=Qlx|_flxl=Plx| _

=

(x—xo)n (x—xo)" ~ (x—xo)" B ¥2%
0 0

R ist ein Polynom. Deswegen ist es stetig. Deswegen qilt:
R(x,|=1im [R|x||=1im Rix] - |—1lim ((x—xo)")zOzao—bo

X=X, X=X, (X_XO) X=X,
:’(ao:bo) .
Wir betrachten nun (fir Xx#x,) f_(—?Z(al—bl)Jr---+(an—bn)'(x—xo)"_1. Analog folgt

0

YV (x): Z((ak—bk)-(x—xo)k71)=0 und damit x=x, und damit a,=b, .

k=1

Fiir die restlichen Koeffizienten folgt analog: a;=b; .

Satz: Satz von Taylor

(Brook Taylor (1685..1731))
Sei f:la,b|—R (n+1)-mal differenzierbar. Dann existiert zu beliebigen x,x,€la,b| ein €
zwischen X, und x mit

")

f(x):f(xo)—i-f'(xo)'(x—x0)+---+T

F(g) (
— = x—Xx,
(n+1J!

=:R,[x]

n+1

=2+

—y

T
‘ (x,] | :
:-T,i‘ixJ:Z(f T
k=0 ko ‘

T,|x| heiBt ,das 1 -te Taylor-Polynom von [ an der Stelle X,
R,(x) heiBt ,Restglied” (Fehler)

Bemerkung

Der Satz besagt, dass unter den gegebenen Voraussetzungen
ein approximierendes Polynom von Grad n existiert und

1”5,

k!

die Koeffizienten durch g, = gegeben sind.

Bemerkung

Die Zwischenstelle %xi hangt ab von f,n, X,, x. Obwohl man also & nicht genau kennt,
kann man aus der Darstellung des Restgliede Fehlerabschatzungen gewinnen. Wenn zum

Beipiel /"' auf |a,b| beschrankt ist, etwa V(xe}a,b[):(|f‘”+”(x)|<M), dann folgt

|f(X)_Tn(x)|<‘:n+1'!

n+1

-‘x—xo

( n+1
<|b—a

Beweis

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei X,<Xx (fest). (Fiir X,>Xx geht der Beweis analog.).
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(n+1) (X)_TH‘X)
el e e
Zu zeigen ist: lx =2,
(n+1]!
Wir betrachten die Funktion F' auf }a,b[ (X, und x sind fest, ¢ ist die Variable)
_ - f“k:‘(xo) k C n+l
F(t)-—f(x)—kZ:;] T'(X—t) —(n+1)!'(x_tj .
Aus
fistStetigAuf([xo, x]) ,

J.istDifferenzierbarAuf on , X ]) ,
Flxr|=0(trivial)
F|xy)=0 (nach Wahl von €),
dem Satz von Rolle
folgt: EI(EE}xO’x[):(F'(EFO) :
Wir berechnen

Slx]-

e £l = AL NNT) R SIS P
fle)+ fritflx—t)+...+ [x z]) EEST (x—t] )

F'lt]= o

n

=—f’lt)—(z

. B n f:nﬂ‘(‘l‘]_‘ B " n f\m(l‘]. B k—ll_ B C . o
=—7'[¢) (kzl( ok t))JrkZi(M—l)! (x—t 1))) 1l (n+1)x—t"(—1)
=—f'lt)—%ﬁ~(x—t)”+f’ltil+c—~(‘x—z)"

!
f‘nﬂ‘([) C !
_T‘ X_t]"+n_'.( x_t]”

f1n+l\(t‘] " n f\nltt) i1 | ; ‘ -
o -(k—t))+;( py kel x—t) -[—1)))—[n+1]!~(n+1)-[x—t)-(—1]

2((1_7 '(E)ZO)<=> f\n+11(§):C))
Daraus folgt die Behauptung.

Bemerkung: Lagrangsches Restglied

fln-f—l}
(n+1)!

Das Restglied R,|x|= -(x—xo)"+1 hei3t Lagrangsches Restglied.

Bemerkung: Cauchysches Restglied

Es gibt auch andere Darstellungen des Restglieds, zum Beispiel das Cauchysche Restglied:

[n+1) +0-[x— .
Sfocioal| &=L g
Bemerkung: Taylor-Reihe

Falls fiir ein beliebiges (aber festes) x in einer Umgebung von X, gilt: ’1113}0 (Rn(x ):0) , dann

folgt: f(x):i (fk(xo)

(Taylor-Reihe)
par A

| —x,)
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Beispiel
Sei flx|=e".
:>(fﬂk:‘(x):ex

AlfHl0l=1] (x,=0)

P

x|= x — 0
ln+1)t = noe
(& liegt zwischen 0 und x)

( k
X
>|e'=

X
iz | k!
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Datum: 03.07.2003

6.6 Lokale Extrema und Konvexitatsverhalten

Definition: lokales Maximum

Eine Funktion f:|a,b/—R hat an der Stelle x Ela,b| ein lokales Maximum, falls eine & -
Umgebung von X, existiert mit V(XE}XO—5, x0+6[):(f(x0)>f(x)) )

Definition: lokales Minimum

Eine Funktion f:|a,b/—R hat an der Stelle x,Ela,b| ein lokales Minimum, falls eine & -
Umgebung von X, existiert mit V(XE}xO—é,x0+6[):(f(x0)<f(x)) .

Bemerkung: Maximum, Minimum, Extramum

Ein Extremum ist ein Maximum oder ein Minimum.

Bemerkung: relative Extremum

Ein lokales Extremum ist ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum.

Bemerkung: relative Extremum

Ein relatives Extremum ist ein lokales Extremum.

Bemerkung: globales Maximum

Die Funktion f hat ein globales Maximum bei X, , falls
V(xEDeﬁnitionsbereich(f)):(f(\xO)Zf(x)) .

[Grafik]
Satz: notwendiges Kriterium
f:]a,b| habe ein lokale Extremum an der Stelle x,€|a,b|. 3(f '(Xo))=>(f'(xo)=0)

Beweis

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit habe f bei X, ein lokales Maximum.

x)—fx x)—f(x
Es gilt V (x<x,): M?O und V (x>x,): MSO :
X=X, X—X,
2( o (LS| ) L (S-S )|
x—x,—0 X_XO xX—xy+0 X_XO
= f'|x,|=0
Bemerkung: nicht hinreichend

Die Bedingung ist nicht hinreichend.

Seite 100 von 138



4. Elementare Funktionen 6.6Lokale Extrema und Konvexitatsverhalten

Beispiel

Sei f|x|=x’.Esgilt: f£'(0)=0,aber f hatkein Extremum bei x,=0.

Satz: hinreichendes Kriterium

Sei f:la,b|>R differenzierbar, f'[x,)=0 und 3(f”(xo)) . Dann gilt:
(f ' ’(x0)<0):>(fhastLokalesMaximumBei(xo))

(f ' ’(x0)>0)= (f.hastLokalesMinimumBei(xo))

Beweis

Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit ¢=f"'(x,|>0. (Fir f "(x0)<0 geht der Beweis
analog).

r(x)
X—X,

Aus der Definition der Ableitung folgt mit lim =0

X=X,

fxl=f x|+ e x—xo |+ rlx|=c(x—x,|+7(x]

rlx)

X—X,

<€e=cC

= Fir e:=c exists 6>0 mit (0<|X—XO|<5)=>

=>(|x—x0|<5):((f’(x)>c~(x—x0)—c~‘x—x0‘)/\(f’(x)<c-(x—x0)+c-‘x—xo|))
:(V(xe}xo,onré[):(f ’(x)>0))/\(V(xE]x0—6,xo{):(f’lx)<0))

= f.istStrengMonotonWachsendAuf (]xo, X,t6 })/\ [fistStrengMonotonFallendAuf on—é , xo})
Somit folgt (0<‘X—XO|<5)2(f(xo)<f(xJ) . Das heiBt: f hat ein lokales Minimum bei X, .

Bemerkung: nicht notwendig

Das Kriterium ist nicht notwendig. Beispielsweise hat f(x)=x* an der Stelle x,=0 ein lokales
Minimum ( f'(0/=0), aber f''(0)=0.
[Grafik]

Definition: konvex

Eine Funktion f:|a,b/—R heiBt konvex, wenn gilt:
V(x0<x1):‘v’(/\€]0,l[):(f((l—A)-x0+6-x1)<(1—6)-f(x0)+2\-f(x1))
[Grafik]

Definition: konkav

Eine Funktion f:|a,b|—R heiBt konkav, wenn gilt:
V(x0<x1):‘v’(/\€]0,l[):(f((l—)\)-x0+5-x1)>(1—6)-f(x0)+2\-f(x1))

[Grafik]
Satz: Konvexitat differenzierbarer Funktionen
Sei f:|a,b|—R differenzierbar. Dann gilt:

Wenn die Ableitung f' monoton wachsend ist auf |a,b|, dann ist f konvex.
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Insbesondere gilt, falls f'’ auf |a,b| existiert:
(V(xe}a,b[):(f"(0)>0))=f.ist[(0nvexAuf(]a,b[)

Satz: Konkavitat differenzierbarer Funktionen

Sei f:la,b|—R differenzierbar. Dann gilt:

Wenn die Ableitung f' monoton fallend ist auf |a,b|, dann ist f konkav.
Insbesondere gilt, falls f'’ auf |a,b| existiert:
(V(xe}a,b[):(f"(0)<0))2fistKonkavAuf(]a,b[)

Beweis

(fur Konvexitat. Der Beweis geht analog fiir Konkavitat.)

Sei f' monoton wachsend. Seien X,<x; und A€0,1| und x=(1—2\)-x0+2\-x1.

Zu zeigen ist (1—A)'f(x)+7\-f(x)=(x)<(1—A)-f(x0)+A-f(x1). Dies gilt genau dann, wenn
[T=AJ(f )= £ e <A f ()= £ L))

Nach dem Mittelwertsatz existiert ein £,=|x,.x| , & €Jx,x,[ mit f(’;):i)’;(xﬂ f'&] und
LI LIS
Somit gilt:
1= A f (x| = f [xo)| = (1= A x =, - £ 1[E)
I VP R ]
—A-(xl—x f’(EO
— ww
<A (xl—x)-f’(El)
=A{ f [x))= f [x]]
Nebenrechnung:

[1=A)x+A-x=x=(1-A)x,+A-x,
= [1=a){x—x,)=A-[x,—x|>0
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E <x<§,

Die 2. Aussage folgt wegen:
V(xe}a,b[):(f"(x)>0)=>(f').istStrengMonotonWachsendAuf(

a,b

|

Definition: Wendepunkt

Die Funktion f:
der Eigenschafft:

[fistKonvexAuf ([xo—é , xo})/\ [f.istKonkavAuf ([xo’x(ﬁ- 6” oder
J.istKonkavAuf ({xo— 0, xol) A f.istKonvexAuf ({xo’ Xot+o D

a,b/ =R hat einen Wendepunkt an der Stelle x,E€la, b/, fall 3(5>0) mit

Bemerkung

Das heiBt, dass in Wendepunkten das Konvexitatsverhalten umschlagt.

Bemerkung

((xo).istWendepunktVon(f)/\El(f ' ’(xo))):(f ' ’(x0)=0) (notwendige Bedingung)

Beweis

Der Beweis ist klar. Ware f''(x,|>0, dann wére f' in einer Umgebung ]xo—é,x0+6
streng monoton wachsend. Dann wéare f konvex. Dann wéare X, kein Wendepunkt.

Zusammenfassung: Kurvendiskussion am Beispiel

Sei flx|=(1+x]V1-x>.
Maximaler Definitionbereich:
x€|-1,1] (da y1—x® nur fir 1—x*>0 definiert ist)
Berechnung von f':

f'lxl= 1—X2+(1+X)%'(1—x2)2'(—2-x):(1_x2)_(1+x)'x:1—2'X2—x

(xg/-11])
Berechnungvon f'':

2:x°=3x—1
f'"[x|=[...selber nachrechnen...]=
1-x*V1—x2

Nullstellen von f, f', f'' im Intervall |-1,+1]
fl=1=0, fl+1]=0, flx|>0, xe|-1,

, x 1 1 (1.1 1.3
+=—==0 =— k|t m=— k=
S )@(xm 4 \16" 2 4 4)
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-4
4

V|xe

—1,%[):(f’(x)>0)=>f.istStrengMonotonWachsendAuf

V|xe %,1 :[f'[x|>0|= fistStrengMonotonFallendAuf

= f hatLokalesMaximumBei | x =%

2-x°—3-x—1|. hatEineNullstelleBei | x=—1)
Aus der Polynomdivision (2-x3—3-x—1): |x+1] folgt ein Polynom 2. Grades.

V3

Dessen Nullstelle ist x= % + -5

Die einzige Nullstelle in |—1,1] ist xw=1

|

N ‘

Ergebnis
— 1,

N | —

f ist monoton wachsend auf

1
=1
3]

f ist monoton fallend auf

1-/3
2
f ist konkav auf dem Rest

lokales Maximum bei x=l f (%)= ..

f ist konvex auf

—1,

2 )
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Datum: 08.07.2003

7. Das unbestimmte Integral

7.1 Stammfunktion und Grundintegrale

Definition: Stammfunktion

Sei I ein beliebiges Intervall (offen, halboffen, abgeschlossen, endlich oder unendlich). Eine
Funktion F:I—IR heit Stammfunktion zu f:I—R, falls V(xe]):(F’(x)=f(x)) .

Bemerkung

In gewissem Sinne ist die Konstruktion einer Stammfunktion die inverse Operatio zur
Differentiation.

Satz

Sei F, eine Stammfunktion zu f. Dann gilt:
|F,|.istStammfunktionZu| f|= 3 (c€R):(F,=F +c|

Beweis

Hinrichtung =

F, und F, sind Stammfunktionen zu f. Das heiBt: F,'=F,'=f.
=|F,~F,|'=F,'=F,'=0

=3(ceR|:[F,—F,=c|

Ruckrichtung <

Sei F,=F,+c.Sei F, Stammfunktionzu f. Dann gilt:

F,'=(F +c|'=F,'=f

Das heiBt: F, ist Stammfunktion zu f.

Bezeichnung: Stammfunktion, unbestimmtes Integral

Die Stammfunktion ist das unbestimmte Integral. Das unbestimmte Integral ist die Menge aller
Stammfunktion. [Ist damit die Stammfunktion eine Menge?]

Flx|=[{f]x|dx]

Satz: Grundintegrale
« g | Xo+l

1. V(az—1). f(x dx)— 1 +c

2. | idx —In|x| ]+

3. f(sm(x z—cos (x|+c

4. f(cos |=sin|(x|+c
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=tan|x|+c

Beweis

7.1Stammfunktion und Grundintegrale

Die Grundintegrale folgen direkt aus den Differentiationsregeln.

Bemerkung

zu 2. f(%dx =ln(|x\)+c

Fir x<0 gilt: (ln(|x\)+c)’=ln(—x _—=%
7.2 Integrationsmethoden

Satz: Linearitat der Stammfunktion

Sei:
|F,|.istStammfunktionZu | f ||
(F 2) .istStammfunktionZu ( S 2)
AL AER

Dann gilt:

(Al-FlJr?\z-Fz).istStammfunktionZu(Al-f1+?\2~f2)

Beweis

(Al'F1+A2'F2)’ = =ApF ' +AF, - /\1'f1+2\2'f2

—

Linearitdt der Ableitung

Daraus folgt die Behauptun

Voraussetzung

Satz: partielle Integration

Sei:
fistDifferenzierbar ()
g.istDifferenzierbar ()

3(F,|:|[F,|.istStammfunktionZu| f-g ||
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Dann gilt:
EI(FZ).'((FZ).istStammﬁmktionZu(f ’-g))

[1f1x)glx)dx)=flx)glx)= [ [ fx)g"[x]dx|

Beweis

Aus der Produktregel der Differentiation folgt:
\f-gl'=f"g+fg'. Das heiBt: f-g ist Stammfunktion zu f'-g+f-g'. (Also

fg=[f"g+rgldx])
=[frgaxl=fg— [(fg dxl

existiert nach Voraussetzung

Satz: Substitutionsregel
Sei:
« [ ein Intervall

J ein Intervall

g:1-J

g.istDifferenzierbarAuf (I

V(xel):[g’|x|#0]

F.istStammfunktionZu ( S:J— IR)
Dann:

|Fog|:I—-R ist Stammfunktion zu (| fog)-g '):I—»IR . Das heif3t:

[ rlgltll-g lelat]=F(glel) = J(f(xlav]

x=glt

Beweis

Aus der Kettenregel der Differentiation folgt:
|Flglt)|'=F(gltll-g"lt)=flgltl]l-g"lt]
Bemerkung

Es gibt Funktionen, die keine Stammfunktion besitzen.
Beispiel: Dirichlet-Funktion

1 wenn xeC
0 wenn x€[R\C
Nach dem Zwischenwertsatz fiir differnzierbare Funktionen (den wir nicht bewiesen haben)

wirde fur eine Stammfunktion F von f gelten: F'=f nimmt alle Werte zwischen 0 und 1
an. Dies ist ein Widerspruch.

Sei flx|= ) (x€l0,1])

Exkurs: Zwischenwertsatz fur differenzierbare Funktionen
Sei:

F:la,b]—-R

F.istDifferenzierbar ()
Dann:
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. f:=F' nimmtauf |a,b| alle Werte zwischen F'la) und F'(b) an

Beispiel: partielle Integration
f(ln(x)dx) f( 1 ‘In(x)dx\= x 'ln(x)—f X - 1 dx |=x-In(x|—x+c
Fx) gl Flx) gla) 7ixl g%)
Beispiel: partielle Integration
2
f (cos (x)) dx =f cos|x|-cos|x|dx
S'x] glx|

=sin|x|-cos|x (( (sin(x))z)dx)

-
=sin|x|-cos| x|+ (( —(cos(x))2)dx)
|+

1
+x—|

Falls (c051 x))z eine Stammfunktion besitzt, dann folgt:

f ((COS(X)szx): Sin(x)'C;S(xH_x +c=i-sin(2-x)+§+c

(Es gilt:
sin(2-x|=2-sin(x)-cos|x]|
cos|2-x|=[cos x||"~(sin|x)"=2-(cos x| -1

)

Probe

i-sin(Z-x)+£+c

: ':i-cos(2-3()-2-1-%2%-(005(2-3()—#1)Z(COS(x")2

D —
[ 12
2-(cos|x]|
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Beispiel: Substitution

cos|2-x|+1

f((cos(x))zdx) = f 3

—

Gleiche Nebenrechnung wie im obigen Beispiel )

_ ;_.f

= cos(2-x)dx)+}7-f(dx)

Linearitdt  wir subtituieren: y=2-x T
dy _ _ ==+c
oY T2 2
formal: dxz%-dy
1 d X
= = cos|y|-Z |+ L4
- 2 z 2

Substitutionsregel

1 . X
== ++
2 sin( y| S te

= 1—-sin(2-x)—|-;c——i-c

Riicksubstitution
Beispiel: Substitution
sin|x]|

[ [tan(x|ax|=[ cos| x|

Die verwendete Substitution ist:
| y=cos| x))
=|dy=—sin|x|dx]|

dx =—f(%-dy)=—ln(\x|)+c=—ln(|cos(x)|)+c

das hei3t: y 'Z%z—sin(x)

Beispiel: Substitution
Tl T e = =] = =] +c=In||1 +
f x-ln(x)dx f ln(x) xdx — f(y n(lyH ¢ n(|n(x]‘) c
:dT [y=In[x]|A dy:%)
Bemerkung

Es gibt einige Faustregel, bei welcher Form des Integranden spezielle S ubstitution
beziehungsweise partielle Integration zum Ziel fiihren.

Beispiel
sin|x|
cos| x|
Fiir Funktionen der Form plx){ ¢* , wobei plx| ein Polynom ist, benutzt man partielle
sinh (x|
cosh /(x|

Integration derart, dass der Grad des Polynom verringert wird.
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=plxl-e*=[[p'lx]-e"dx|

Beispiel
plx|- e dx

Iplxl-e
S g'=g

Diese Vorgehensweise wird so lange wiederholt, bis die Ableitung von p =const.

Beispiel

p(sin(x),cos(x))dx

Integrale der Form f mit Polynomen p, g in 2 Variablen lassen sich

qlsin(x/, cos|x||

dt
durch die Substitution #=tan 5 (beziehungsweise x=2-arctan(t|) dx=2- I
beziehungsweise |
manchmal durch t=tan|(x| (bezichungsweise x=arctan|x|)
Pit
auf das Integral einer rationalen Funktion f ﬁdt zurtickfihren. ( P, Q sind Polynome in

einer Variablen). Hierfiir existiert ein Algorithmus.

Beispiel: Substitution
f X - i dx|=x-e —f(e dx)zx-e —e"+c=[x—1)e*+c (f'lxl=1, glx|=¢)
flx| g'lx]
Beispiel: Substitution
2
[ S S Y R e Zdt)
|sin(x)|™(cos|x|] t 1+t
=] t2+2+l2 dt
t
£ 1
=—42:t——+
3 retTTe

+c

tan [x]]"+2-tan [x)—

W~

tan x|

Angewandte Substituion:

|t=tan|x||<|x=arctan ||

-
1+t

(sin(x))zz(tan(x))z-(cos(x))zz(tan(x))z-(l-i-(sin[x))z)
:(sin(x))z-(l+(tan(x))2)=(tan(x))2

t2

1+£°

= (sin|x)|’ =
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(cos(x))2= litz (analog)

Seite 111 von 138



7.Das unbestimmte Integral 7.2Integrationsmethoden

Datum: 15.07.2003

Wiederholung

P
Ziel ist, f Q(Tjjdx zu berechnen, wobei P und Q Polynome sind.
P
Die Vorgehensweise ist: Q:—);; als Summe von Partialbriichen darzustellen.

Diese Partialbriiche sind der Form

m oder
M-x+N , 5
w mit 7(x|=x’+p-x+q wobei r(x| ohne reelle Nullstelle ist.
[ {x]]

Satz

Jedes komplexe Polynom Q mit grad(Q|>1 lasst sich darstellen als Produkt von
Linerfaktoren: Q(z)=(2—a1)"‘-...-(z—am)"“-c. (a,,a,,...,a,€C sind die Nullstellen von Q mit
der jeweiligen  Vielfachheit n,ny,..., n,. Fir die Vielfachheiten  gelten:

n,+n,+...+n,=grad(Q| )

Folgerung
Ist Q ein reelles Polynom und grad(Q)>1, dann lasst sich Q wie folgt darstellen:
h, h, hy m, m, m,
Qlx|=(x—a,/"[x—ay/"..[x—a" |+ prx+q,| X+ pyxtqy] |+ pxtg,
reelle Nullstellen von Q =r(x] =r,[x| =rlx]

—_— B

erzeugt von den Paaren konjugiert komplexer Nullstellen (haben keine reellen Nullstellen)

Satz: Partialbruchzerlegung

Seien P, Q reelle Polynome, grad|Q|>I, grad|P|<grad|Q|.Dann gilt:
Sei a€R Nullstelle von Q der Vielfachheit k, das heiBt: Q(x)z(x—a)k-Ql(x), wobei
Q,la)#0 . Dann existiert A€R und ein Polynom P,[x| mit

Plx| A n P x|

Qlx] x—al (x—a/""Q,lx|

Beweis
. Pld| . .
Wir setzen A':Q—(a) . Daraus folgt, dass a eine Nullstelle des Polynoms Plx )—A-Ql(x | ist.
1
Plx|—A-
Daraus folgt, dass (x"x_qu(x)::Pl(x) (Polynom) [?].

:(P(x)=(x—a)-P1lx)+A-Q1(x))|.'Q(x)=Q](x)-(x—a)k
N P(x)= A n Pkl—(1x)
) 'Q1(x)

Qx| (x—a|' [x—a
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Satz: Partialbruchzerlegung

Seien P, Q reelle Polynome, grad|Q|>1, grad|P|<grad|Q|. Dann gilt:

Seien b,beC komplexe Nullstellen von Q der Vielfachheit &,

rlxl=lx=blx=bl=x’=2:Rblx+[bl =X+ px+ q gos peigr olx
€R €R

Q, nicht durch r teilbar ist. Dann existiert M,N€R und ein Polynom P, mit

P(X)_M-X-I-N P, x|

/ T k-1
Qlxl [rxl]"  [rlx]] @, lx]

:(F(X))k'Ql(x), wobei

Beweis

Der Beweis geht ahnlich wie oben.

Bemerkung
e . Pylx| . .
Wichtig ist, dass im Rest —1 . der Grad des Nenners kleiner wird.
(x—al Qx|
Bemerkung

Durch Iteration erhalt man fiir eine k -fache Nullstelle a€RR von Q:
P|x]| Ay Ap, A, Plx]

Q(x):‘x_a)k+(x_a)k—1 et T, +Q1(x) , wobei Q,lal#0 .

Das macht man fiir alle reellen Nullstellen von Q.
Analog erhalt man fir Paare konjugiert-komplexer Nullstellen der Vielfachheit k:
Plx] Mgx+N, M, x+N, P, x|

QxR T

Bemerkung

Aus dem Beweis ist ersichtlich, dass alle Koeffizienten eindeutig bestimmt sind. Daraus lasst sich
folgender Algorithmus ableiten (erlautert an einem Beispiel): (Die Einzelheiten der Rechnung
soll man selbst mit Stift und Papier nachvollziehen.)

Beispiel

Gegeben sei P(x): 2x°—x' 48
Qlx] x*-2.x°—5x*'-8-x’+8x’—8-x+4
1. Zerlergung von Q in Linearfaktoren und quadratische Polynome:
Nullstellen von Q: durch Probieren: x=1 ist Nullstelle: Q(1)=0
Q,'[1]=0, Q,""[1]#0
= 1 ist doppelte Nullstelle
Qlx|

(x—1]

2
Polynomdivision: =---=X4+4'X2+4=(X2+2), rlx|=x*+2 hat keine rellen

Nullstellen.
Qlx|=lx—1]{x*+2f
2. Ansatz fur Partialbruchzerlegung aufstellen
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Qlxl (x—1f x-1 (x2+2)2 X’+2
3. Berechnung der Koeffizienten (A, B, ..., F|

P . .
x| A B ,Cx+D_ E-x+F

Plx| 1
w—m berechnen.
5 2
:W (Z&hler muss durch (x—1] teilbar sein.)
X|
__2x'+8xdaard_4lx-142{+2] 2 P
(x_l).(x2+2)2 X—l (X2+2)2
Plx]_ 1 2 4

Qx| [x—1F x=1 [y242f
1. Substitution x’=2-y%, x=V2-y
1
2 (]
4. Integration der einzelnen Partialbriiche
Die Partialbriiche sind elementar integrierbar.

Plx| .| 1 X
S f ) <

2. lterationsf. [?]

X

+\/§-(x2+2)+c

QTxJ.dx __ﬁ+2-ln(|x—l|)+%-arctan

Wir wissen:

m=1:
1=/

1 .
y2+1

Z%.f

1
-dy
1)

8. Das bestimmte Integral (Riemann-Integral)
(Bernhard Riemann (1826..1866))

8.1 Definition

Das behandelte Problem ist:
Gegeben ist eine Funktion f:|a,b|—R,etwa flx|>0.
Gesucht ist: Flacheninhalt der Flache [(x y\)|(a<x<b)/\(0<y<f('xm

Definition: Zerlegung, Feinheit

ZZ{XO,XI,---,X,J , Xo=a<x,<...<x,=b heiBt Zerlegung des Intervalls |a,b|, die Feinheit

der Zerlegung Z ist definiert als 6=6(Z|:=max HX,»H = X; l}) :
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Definition: feiner

Die Zerlegung Z, heiB3t feiner als die Zerlegung Z,, falls Z,27, .

Definition: Uberlagerung

Z,UZ, heiRt Uberlagerung der Zerlegungen Z, und 2,

Bezeichnung

Jeder Zerlegung Z ordnen wir die Intervalle V(je{l,.--,ﬂ})-’(lj-:[le,xj” zu. Es gilt damit
fir die Lange der Intervalle: Y |j€(1,...,n/|:(|1 ]:=x;—x, ).
Sei

mj::inf({f(x)‘xelj})

Mj::sup([f(x”xeljn

Definition: Riemannsche Untersumme

n

S.\f.Z):=)] (m j-‘l j|) heiBt Riemannsche Untersumme.

Jj=1

Definition: Riemannsche Obersumme

n

S*f,Z):=), (M j-‘l ]‘) heiBt Riemannsche Obersumme.

j=1
Lemma: Eigenschaften von Ober- und Untersummen
Sei f .'{a, b|—R beschrankt. Dann gilt:
1. S*f.z)=5.1f,2]
2. Ist Z, feiner als Z,, dann gilt:
1. S.[f.Z2,|=8.f.2,)
2. S/, ZI<S"(f,Z,)
f.Z,) ist Kleiner als jede Obersumme S *|f,Z,] .

3. Jede Untersumme S,

Beweis

Seien Z,, Z, beliebige Zerlegungen.
= Z£:=7Z,UZ, istfeiner als Z, und Z,.
=8.(f.2)] < s.\f.2) < S'15.2) < SU(S.Z)

Z, ist feiner als Z,(wegen 2.) (wegen 1.) (wegen 2.)
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Datum: 17.07.2003

Wiederholung

Sei f:la,b|=R eine beschrankte Funktion.
Wir definieren eine Zerlegung Z des Definitionsbereiches mit Hilfe von a=x,<x,<...<x,=b:

V(JE 12,..., J) (( [x/ X ” (‘I |_ Xj- 1))
V(JE\.LZ: ”” (mj::mf(l ‘XEIJJ‘))
V(jel2,....n)):(M,:=sup||flx|xel,)|

Die Obersumme ist S*f.z): 2 (M|
i=1

Die Untersumme ist S*(f,Z)-'Z (mf'|lj|)

j=1
Eigenschaften

Bei Verfeinerung der Zerlegung werden
die Obersummen Kkleiner und
die Untersummen groBer.

Jede Untersumme ist kleiner oder gleich jeder Obersumme.

Daraus folgt:

- Die Menge aller Untersummen ist nach oben beschrankt (durch eine beliebige
Obersumme)
Die Menge aller Obersummen ist nach unten beschrankt (durch eine beliebige
Untersumme)

Definition: Riemann-integrabel

Eine beschrankte Funktion f:|a,b|—R heiBt Riemann-integrabel, falls
inf ( S*\f.z )\‘v’ ) sup( JAf.Z )|V ) Der gemeinsame Wert wird dann als

b

f(f‘x)'dx) bezeichnet.

a

Bemerkung
Es gibt beschrankte Funktionen, die nicht integrabel sind, zum Beispiel die Dirichlet-Funktion
flxl=

0 wenn xeC

f10,1).
1 wenn xE(IR\C) au { ’ }

Fr sie gilt:
YV (2):V|je12,. .,n}).-(mj=inf([f(x)|xeljJ)=O)
V(2):V(jel1.2,...n):(M,=sup( £ (x]|xel,||=1]
Das heif3t:

Jede Untersumme ist O.
Jede Obersumme ist 1.
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8.2 Riemannsches Integrabilitatskriterium

Satz

Eine Beschréankte Funktion f:[a,b|—R ist Riemann-integrabel genau dann,
wenn V(e>0):EI(Zerlegung Z).'(S*(f,Z)—S*(f,Z)<e) :

Beweis

Hinrichtung =
Sei f integrabel, €>0.
Dann folgt aus der Definition des Supremums und des Infimums, dass Zerlegungen Z; und
Z, existieren mit:
Sei Z:=Z,UZ, die Uberlagerung der beiden Zerlegungen, also Z ist feiner als Z, und
Z, . Dann gilt:

SAf.2=S.(f.2,)> ] flx]dx]-=

S.|f.ZI<S,

A

R e > R ——

(f(X)dX)-l-%

Damitist S*(f,Z|-S,|f,Z|<e
Ruckrichtung <
Sei €>0 beliebig, Z wie in der Bedingung.
Dann folgt daraus:

S'f.ZI<S.f, Z]+e

S.\f.z|<S*(f,Z]
Daraus folgt: sup([S.(/,Z|V(2)|=inf([S*( £, Z|V(2)]].
Also ist f integrabel.

8.3 Klassen integrierbarer Funktionen

Satz

Monotone Funktionen sind integrabel.

Beweis

Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit f monoton wachsend und fla|<f(b|.Sei Z eine
beliebige Zerlegung. Dann gilt:

V(j)'(mj:f(xjfl))
V(f)-(szf(xj))
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n

S*f.Z1-S.f.zI=),

Jj=1

J |[j
— ——
=f[x;)=flx;—1| <s=Feinheit von Z

(M/_m‘) '

Also ist;

€

N\~ F-rTa

Satz

Stetige Funktionen sind integrabel.

Satz

Treppenfunktionen sind integrabel.

Bemerkung: Treppenpunkt

f heiBt Treppenpunkt, falls eine Zerlegung Z existiert, sodass f auf jedem Teilintervall
|x ;1. x;| konstant ist (also 3(6‘)-'V(X€]Xj71,Xj[)-'(f(x)=c) ).

8.4 Eigenschaften des bestimmten Integrals

Satz: Linearitat des unbestimmten Integrals

Seien f,:la,b]=R und f,:|a,b|=R beschrankt und integrabel. Dann gilt:
V(AIEIR):V(AZEIR):((f:=2\1~f2+2\2-f2).istlntegrierbar())

b

V(A €ER):V (A,€R): Jl(f(x,"dx):Al'J'(f1(x)'dx)+?\2'f (fz(x)dx)

,Damit ist die Menge der beschrankten Riemann-integrierbaren Funktionen ist ein Vektorraum
(auf den reellen Zahlen).*

Beweisidee

Der Satz folgt aus Betrachtungen von Untersummen beziehungsweise Obersummen und dem
Ubergang zu Supremum der Untersummen und Infimum der Obersummen.

Satz: Monotonie des unbestimmten Integrals

Seien f,:|a,b|]=R und f,:|a,b|=R beschrankt und integrabel. Dann gilt:

b b

(i< fo)= | [ 1 x)dx]< [ [ f,lx)-dx]

a
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Beweisidee

Der Satz folgt aus Betrachtungen von Untersummen beziehungsweise Obersummen und dem
Ubergang zu Supremum der Untersummen und Infimum der Obersummen.

Satz
Seien f,:|a,b|>R und f,:[b,c|>R beschrankt und integrabel. Dann gilt:
J.istintegrabelAuf ( a, c])
c b c
J 17 e ae)=J (£ xl-dix |+ [ (£ )]
a a b
Beweisidee

Man wahle Zerlegungen Z, von |a,b| und Z, von |b,c|, sodass das Riemannkriterium fiir

ein vorgegebenes €>0 erfiillt ist. Wir betrachten dann die Zerlegung Z:=2,UZ, von |a,c
Satz
Sei:
I=|c,d|
f:la,b|=|c,d|, fistintegrabel )
olc,d|-R, @ .istStetig () .
Dann ist o f:|a,b|—IR integrabel.
Beweis

Der Beweis ist technisch aufwandig und wird deswegen weggelassen.

Folgerung

Ist f integrabel, dann ist |f| ebenfalls integrabel.

Beweis

Sei f integrierbar und @(t|=|t| stetig. Dann ist (cpo flx|=[f(x]| integrabel.

Folgerung:
Sind f und g integrabel, dann ist f-g integrabel.

Beweis

f+gl-lf-g/
4

/&=
Wir wissen:

f+g ist integrabel.

f—g ist integrabel.

@lt)=1> ist stetig.
Also sind |f+g[ und |f—g| integrabel.
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Folgerung: Dreiecksungleichung fir Integrale

b

[ f1x)-ax]

a

b
Ist f integrabel, dann gilt: Sf | (x)|dx) .

8.5 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Ziel ist, den Zusammenhang zwischen unbestimmten und bestimmten Integral herzustellen, also
die Prazisierung der Aussage , Differentiation ist die Umkehroperation zur Integration®.

Satz: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Sei:

. f:la,b|>R integierbar und

F:la,b|>R Stammfunktion zu f.
b

x|-dx|= F|b|-F|a)

unbestimmtes Integral

Dann gilt: -!: /1

bestimmtes Integral

Beweis

Sei Z eine beliebige Zerlegung. Wir betrachten F auf jedem Intervall {X 10X j] und wenden
dort den Mittelwertsatz der Differentialrechnung an.

=3[t,€]x, 1. x]. F();jj):f,(fj_l):F'(tf) z SIS (8] <M A £ (22 m,)
= F(x;|=F (x| <M (x;=x, |

= F|x;|=F|x,_,|>m;|x;—x,_]

S.\f. 21X (Flx,|=Flx,..||<S8"(/.2)

3

Aus der Summe tiber alle Teilschritte j folgt:

F(b|—F|al
S.\f,ZI<F|b|—Fla)<S™| f, Z] gilt firr beliebige Zerlegungen.
S.|\f,Z|<F|b|—Flal folgt aus dem Supremum Uber alle Zerlegungen.
F|b|-Flal<S” ( f.Z folgt aus dem Infimum tiber alle Zerlegungen.
b
f x)-dx |< —Flal <f | flx]-ax
Bemerkung

Als Folgerung ergeben sich
die Substitutionsregel und
die Formel der partiellen Integration
fir bestimmte Integrale analog zu den unbestimmten Integralen

Beispiel: partielle Integration

\f-gl'=f"g+fg" (Produktregel der Differentiation)
Das heiBt F=f-g ist die Stammfunktion von f'-g+f-g".
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Integralrechnung

Jlrlx ) |x)-dx +f flxl-glxlax|=[ [/ 1x)}glx)+ flx]-g'x))-dx])=flx]-glx]
> [1f ' xlglxl-dx)=f [xl-glx)= [ [ /]x]-g " (x]-dx) .
Aus dem Hauptsatz folgt:

[{[£1x-glx|+flx|-g " [x||ax|=F b~ F(b)= £ [b)-g [b)~ fa)-gla)= fx)-g(x]]

a

b b
:f \f'x)-glx]-ax f flx)-g (partielle Integration)
Beispiel: Substitutionsregel
Analog folgt:
b glb|
[riglzllglera) = [ (r(x}ax]
‘ Substitution: ng lt) £

dx=gl|t|-dt

Satz

Sei f:|a,b|]—~R beschrankt, integrierbar und stetig in einem Punkt Xx,Ela,b|. Dann ist die

Funktion F|x|: f(f(t) d| in x, differenzierbar und es gilt F' (Xo) flx,].

Bemerkung

Wenn f stetig auf left[a, b right]ist, dann ist F die Stammfunktion zu f.

Beweis
. . . . ) F(x)_F(xo)
Sei zunachst x>X, . Zu zeigen ist: lim . |x,]|=0.
rix-rlx) | 1010
X=X, A X=X, /1l
g 1 .x —_ ’ .
B x—x()xfo (f(t) fl’ﬁt) )dt)
1 X
SX_XO.XJ; ‘f(t)—f(xo)‘-dt
< lx—2x,)=

falls xe}xo,x0+6[
Daraus folgt die Behauptung.
Der Beweis geht analog fiir x <x, .

Nebenrechnung:
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Aus
f ist stetigin x, also

V|e>0]:3[5>0):
folgt:
. (p—xJ<5}:quF;ﬂxM<e)

Bemerkung

Flr stetige f gilt: Ist f gegeben, so lasst sich durch Integration F e rmitteln. Durch die
Differentiation von F erhélt man wieder f.

Ausblick

Es ist auch Integration unbeschrankter Funktionen tiber unbeschrankte Intervalle moglich. Das
ergibt den Begriff des uneigentlichen Integrals. (siche Literatur)

Die Integration Giber unbeschrankte Intervalle ist wie folgt definiert:
b

[ 1 (x)-x)

a

00

[ £(x)-dx|:=lim

b—oo

, vorausgesetzt, dass der Limes existiert.

a
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