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0 Vorbemerkungen

Zeil der Numerischen Mathematik ist die Entwicklung und Bewertung von Verfahren zur
(ndherungsweisen) zahlenmaBigen Losung von mathematischen Aufgabenstellungen

Problematik

Problematisch ist
Die Endlichkeit der Menge der darstellbaren Zahlen (man hat meist nur endlich viele
Dezimalstellen flir eine Zahl zur Verfiigung).
Die Endlichkeit der Anzahl der Rechenoperationen (es niitzt nichts, wenn ein Rechner
unendlich lange rechnen muss, um ein Ergebnis zu erhalten).

Beispiel 0.1

Das Polynom

(0.1) plx)=x"=2

besitzt die positive Nullstelle /2 . Diese Aussage ist insofern leer, da das Symbol , Wurzel aus
zwei“ gerade dadurch ,Nullstelle des Polynoms p(x)=x’—2 “ definiert ist. Die Frage nach der
GroBe von 2 kénnte so prézisiert werden, dass man eine Dezimalbruchentwicklung von 2
angeben soll. Da aber V2 nicht rational ist, ist diese Dezimalbruchentwicklung weder
abbrechend noch periodisch.

Man muss sich also mit einer rationalen Approximation von +2 zufrieden geben. Ein
Taschenrechner liefert zum Beispiel
(0.2) 2~1.41423562

Die Frage ist nun, wie man (oder der Rechner) iberhaupt eine solche Approximation
bestimmen kann. Anforderungen an so eine Methoden wéren
Effizienz (das heif3t, dass das Resultat ,;schnell“ verfiigbar sein soll) und
Genauigkeit (das heil3t, dass das Resultat eine ,,gute” Approximation an den gesuchten
Wert darstellt).

Beispiel 0.2
Gegeben sei eine Funktion
2
1_# flir x#0
(0.3) f:=11]-R mit f(x)= 3;
> fiir x=0
Wegen
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0 Vorbemerkungen

1-V1-%_[1-V1-2} {1471+

X x2~(1+\/1—x2)

1—(1—x?

2 11-7

1

C1V1-x
kann man f auch durch
1

(0.4) f<x):1+—\/1—_x2

darstellen.

fur x#0

Problematik

Berechnet man V(z':1,2,...).-( f (10_i)) mit den beiden Darstellungen (z.B. auf einem

Taschenrechner), so erhalt man folgende Resultate:

i

£(10™") nach (0.3) f(107") nach (0.4)

0 1.000'000'000'0 1.000'000'000'0
1 0.501'256'289'4 0.501'256'289'3
2 0.500012'5100 0.500'012'500'6
3 0.500'001'000'0 0.500'000'125'0
4 0.500'100'000'0 0.500'000'001'3
5 0.510'000'000'0 0.500'000'000'0
6 0.000'000'000'0 0.500'000'000'0

Offensichtlich ist die Berechnung von f(x) fiir x~0 auf der Basis von (0.3) weniger
geeignet als auf der Basis von (0.4).

Die Frage ist nun, wie man dieses Phanomen erklaren und vermeiden kann.
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1 Rechnerarithmetik und Fehleranalyse

1.1 Arithmetik der Maschinenzahlen

Wegen der Endlichkeit des Rechners kann man auf ihm nicht mit ganz R arbeiten. Stattdessen
muss man sich mit einer endlichen Teilmenge davon zufrieden geben. Im Folgenden soll als
Basis fiir weitere Uberlegungen ein Modell fir eine Rechenrarithmetik entwickelt werden.
Tatsachliche Rechner kénnen zum Teil davon abweichen.

Satz 1.1: Zahlendarstellung zu einer Basis

Sei be(IN\ 1)]. Jedes x€R besitzt eine Darstellung

(1.1) =220 (deb| mit [V(0):[d,€l0.1,....b-1]|alreZ]
Beweis

Sei x,€R und ohne Einschrankung x,>0. Dann 3(reZ): (0 <b) Setzt man

d,= % [die linkeste Stelle der Zahl zur Basis b] wobei |x|=max (\l EZ|I Sx}) [also

r—

wobei [x| die Abrundung von x ist], so ist d (€]0,...,n—1 . [Die linkeste Stelle der Zahl ist
kleiner als die Basis.]

Aus dl\b <d,+1 folgt d,-b"'<x,<d;-b"'+b"". Daraus folgt fir x,=x,—d,-b""" die

Ungleichung 0<x,<b""". [Die Zahl abziiglich der linkesten Stelle hat an dieser Stelle eine 0, ist
also damit kleiner.]

Nach s Schritten erhalt man so die Darstellung

Xo=2 |d b+ x,
i=1
mit d,€/0,1,...,b—1] und 0<x,<b"°.
Die Behauptung folgt dann daraus wegen »" *—0 fiir s—oo.
g.ed.

Bemerkung 1.2: normalisierte Darstellung

Alternativ kann ein x€IR statt gemal3 (1.1) auch in der Form

(12)  x=vemb* mit x€[~1,+1] und m=2[d:b""]

i=1
(v ist das Vorzeichen, m ist die Mantisse, b ist die Basis, e ist Exponent) dargestellt werden.
Fordert man zunaichst, dass e=r ist, so gilt me|0,1/. Fordert man auBerdem
1
(x#0)=(d,#0), so gilt sogar me 51[ Im letzteren Fall spricht man von einer

normalisierten Darstellung von x.

Auf einem Rechner muss entscheidbar sein, wann zwei Zahlen gleich sind. Eine wichtige Frage
ist daher, in wie weit normalisierte Darstellungen von reellen Zahlen eindeutig sind.
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1 Rechnerarithmetik und Fehleranalyse 1.1 Arithmetik der Maschinenzahlen

Lemma 1.3: Eindeutigkeit

Jedes x€R” besitzt hdchstens zwei normalisierte Darstellungen der Form (1.1). Besitzt x zwei
verschiedene Darstellungen, so ist eine abbrechend, das hei3t: der Form

(1.3) x==y |d:b"| mit d,#0
i=1
Die andere Darstellung ist gegeben durch

(1.4) x= +Z(d e s+ (d(b- 17

i=s+1
wobei diese eventuell noch nicht normalisiert ist.

Beweis

Sei ohne Einschrankung x>0 mit den Darstellungen
; (dlbrl)zzl (ei.brfi
wovon ohne Einschrankung die erste normalisiert sei. Weiterhin sei
s=min|/ieN|d,#e]| .
Ist die zweite Darstellung nicht normalisiert, so gilt s=1 und
d,>0=¢,
Sind beide Darstellungen normalisiert, so konnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass
d>e,.
Damit folgt
b"<(|d—e,

‘b}’—S

_p
Daraus folgt, dass oben tiberall Gleichheitszeichen gelten, das heif3t:

d=e+1
sowie

V(i=s+1,5+2,...):(e,~d,=b—1]
beziehungsweise

V(i=s+1,5+2,...):([e,=b—1|A[d,=0|]

g.ed.

Die Idee ist nun, mit endlichen (normalisierten) Darstellungen der Form (1.1) zu arbeiten.
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1 Rechnerarithmetik und Fehleranalyse 1.1 Arithmetik der Maschinenzahlen

Definition 1.4: normalisierte FlieRkommazahlen

Die auf einem (idealisierten) Rechnerverfligbaren Zahlen (sogenannte Maschinenzahlen) seien
gegeben durch

(1.5) { _i(d bV :1,...,1).-(diefo,...,b—1}))A(d1¢o)/\(rez)}

wobei (bEIN\ 01) (l EIN) Man nennt M,; die Menge der normalisierten
FlieBkommazahlen zur Basis » mit Mantissenlangen /.

Bemerkung 1.5

Bei einem elektronischen Rechner ist b=2 oder b=16, bei Handrechnung ist b=10.
AulBerdem ist bei einem Rechner der Exponent r zusatzlich beschrankt gemafd

(1.6) Voin STST

Die dadurch auftretenden Randeffekte wie Exponenteniiberlauf oder Exponentenunterlauf
spielen in unseren Untersuchungen keine Rolle und werden deshalb hier nicht bertickstichtigt.
Wir arbeiten also in unserem Modell mit einer unendlichen Menge M,,; von
Maschinenzahlen.

Um mit einem gegebenen x€R auf dem Rechner arbeiten zu kénnen, muss x durch ein
XEM, , ersetzt werden. Man spricht von Rundung.

Definition 1.6: Rundung

Eine Abbildung float:R— M, , mit

1. V(xeM, ,):[float(x)=x|

2. V((x,yEIR)/\(x<y)):(ﬂ0at(x)<ﬂ0at(y))
heiBt Rundung (bezlglich M, ;).

Fir b=10 kennt man die sogenannte kaufméannische Rundung (auch ,,5/4-Rundung®). Sie
kann folgendermal3en verallgemeinert werden:

Lemma 1.7 kaufmannische Rundung
Sei x€R’ mit normalisierter (im mehrdeutigen Fall abbrechender) Darstellung

17 x==ld] mit d,20.

Durch

+> (d-r")  fird,, €
(1.8) float(x)={ "
+> (dor)=bp fird,, €

=1

2

sowie float(0)=0 ist eine Rundung float:R—M,, gemaB Definition 1.6 gegeben, die
aulBerdem symmetrisch ist, das heildt die Eigenschaft

(1.9) Y (x€R):| float (—x)=— float (x))

besitzt.

0M{EP

b+1
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1 Rechnerarithmetik und Fehleranalyse 1.1 Arithmetik der Maschinenzahlen

Beweis

Zunéchst muss gezeigt werden, dass V (x€R):| float(x)€M, ;| . Das ist offensichtlich bis auf
den zweiten Fall in (1.8). Ist d;<b—2 so gilt:

-1
float (x)=+) (d;b"")x(d,+1)b""'eM,
i=1
Ist aber d,=b—1, so hat man zunéachst nur

-1
float (x)==)_(d b )b (Wobei b ein Ubertrag ist)
i=1
Das ist aber genau der zweite in (1.8) mit um eins verkirzter Mantisse. Induktiv ergibt sich also
entweder float(x)€EM, , durch den ersten Schritt oder schlieBlich float(x)==b"€M,, im

zweiten Schritt.

Die Projektionseigenschaft und die Symmetrie ergeben sich direkt aus der Definition. Die

Monotonie ergibt sich aus der Beobachtung, dass im Inneren des Intervalls
1 1

=D (d b)), (dl.-b"i)+b"’]

Li=1 i=1
keine Maschinenzahl liegt und alle x mit
< ’ h+1

x€|D.(d b, (d-b")+

i=1 i=1
auf die linke Intervallgrenze beziehungsweise alle x mit

Z bl ’ -
x€|D.(d b+ — BN (d BT+
i=1

i=1
auf die rechte Intervallgrenze gerundet werden.

.br—l—l

Bemerkung 1.8

Ist b gerade, so wird bei obiger Rundung zur nachstliegenden Maschinenzahl gerundet. Ist
diese eindeutig, so wird zur betragsgroBeren Maschinenzahl gerundet.

Offensichtlich wird bei jeder Rundung (falls nicht zufallig eine Maschinenzahl vorliegt) ein
Fehler gemacht, ein so genannter Rundungsfehler. Es ist deshalb wichtig zu wissen, wie
dieser Fehler aussieht beziehungsweise wie er abgeschéatzt werden kann.

Lemma 1.9

Ist b gerade, so gilt fiir die durch (1.8) definierte Rundung die Abschatzung

(1.10)  [floar (x)-x|< 5" |x

Man kann obige Formel durch x#0 dividieren, was zeigt, dass Rundungsfehler relative Fehler
sind.

Beweis

Sei ohne Einschrankung x>0 und damit float(x)>0. Unter Verwendung von (1.7) und
(1.8) erhalt man folgende Abschatzungen:
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1 Rechnerarithmetik und Fehleranalyse

1. Fall: dm\{ > 25—1

0<x— float(x)

o0

bllb

2. Fall: d,,,=z2|—— >
0=x— float (x)

o0

i=1
0

. Dann gilt:

1
d brl Z d brl
i=1

=§ . Dann gilt:

i
_ dbrl Zdbrl rl
i=1

— Z (di'brfl)_b‘brflfl
i=l+1

=(d,.,=b)b""'+ 2 (deb'T)

i=1+2

b r—I1—1

> i .
> b) b

__1_. r—I

= > b

In beiden Fallen erhélt man also
| foa (x)~ :

x|<l.br71zl.br7171+1=l.br71.b71+1
2

2

Die Behauptung folgt daraus wegen |x|>p""".

Definition 1.10:
Sei b gerade. Die GroRBe
(1.11) 1

=_.b*l+1
eps=>

heiBt (die zu obiger Rundung gehorige) Maschinengenauigkeit.

Maschinengenauigkeit

1.1 Arithmetik der Maschinenzahlen

g.ed.

(Sie ist der maximale

relative Fehler, der bei einer Rundung tiberhaupt vorkommen kann.)

Bemerkung 1.11

Die Abschatzung
(1.12)  V/|xeR|:(|float(x

)—x|<eps-|x]|

impliziert flir ein gegebenes xEIR mit zugehérigem X= float(x) die Existenz von €€R mit
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1 Rechnerarithmetik und Fehleranalyse 1.1 Arithmetik der Maschinenzahlen

(1.13) X¥=x-(1+¢€) . Es gilt damit: |e|<eps
[ € ist hier der konkrete relative Fehler der Rundung]

Beweis

Fir x=0 ist die Behauptung trivial, etwa mit der Wahl €=0.
Fir x#0 setzt man
X—Xx
€= )
X

Damit gilt sofort X=x:(1+€) . AuBerdem folgt mit (1.12):

|€‘: |)~C—X| _ |ﬂ0at(x)—x|

x| x|

<eps.

»~Wir Dbetrachten nun folgende Problematik: Maschinenzahlen sind beziiglich der
Grundrechenarten nicht abgeschlossen. Das hei@t: Es gibt Maschinenzahlen, deren Summen
keine Maschinenzahl ist. “

Nachdem wir ein Modell fir die auf einem Rechner verwendbaren Zahlen zur Verfligung
haben, wollen wir natirlich mit diesen Zahlen rechnen. Die Problematik dabei ist, dass man
schon bei den Grundrechenarten nicht erwarten kann, dass die Verkniipfung zweier
Maschinenzahlen wieder eine Maschinenzahl ist.

Als Modell fir die Grundrechenarten werwenden wir
(a) xo®y=float(x+y)
(b) xoy=float(x—y)
I8 (o) xoy=foar(x-y)
(d) xoy=float(x!y)
entsprechend flir die sogenannen Standardfunktionen
(1.15) ( funktion)(x)= float ( funktion(x))
etwa mit funktione{\/ ,sin, cos, tan, arctan, exp, log, .. J .
Zusammen mit (1.4) und (1.8) haben wir damit ein Modell eines Rechners (idealer Rechner)
aufgestellt.

Bemerkung 1.12
Man beachte, dass sich nicht alle Eigenschaften der Verkniipfungen von R auf M,
libertragen. So ist die Rechneraddition @ zwar kommutativ, aber nicht assoziativ.

Beispiel 1.13

Sei b=10 und /=2 . Gegeben seien:

x=104, y=4.22, z=3.86
Diese werden gerundet zu:

¥=0.10-10" , $=0.42-10", 2=0.39-10"
Damit erhalt man statt x+ y+2z=112.08 folgendes:
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1 Rechnerarithmetik und Fehleranalyse 1.1 Arithmetik der Maschinenzahlen

(X@7)®z= float(1.042-10°)©0.39-10"
=0.10-10’®0.39-10"
= float (0.1039-10°)
=0.10-10°
beziehungsweise
¥®(7©2)=0.10-10’® float (0.81-10")
=0.10-10°®0.81-10"
= float (0.1081-10°)
= float (112.08)
=0.11-10
(Dies ist gerade das gerundete Ergebnis der genauen Rechnung).

Die Assoziativitat (Beliebigkeit der Reihenfolge der Ausfiihrung) geht durch die Rundung in
den Zwischenschritten verloren.

1 .-
»Wir wissen, dass die Maschinengenauigkeit die Form E-bl ' hat. Dies ist auf einem Rechner

die kleinste Zahl, die, wenn zu eins addiert, eine Zahl gréBer eins ergibt.“

Algorithmus 1.14

Auf einem idealen Rechner (mit geradem b ) gilt:
(1.16) eps=min({x€Mb,,|(x>0)/\(169x>1)})
Fir b=2 gilt: eps=2"'. Man kann eps deshalb mit dem folgenden Algorithmus bestimmen:

eps = 1.0;
while (1.0+eps>1.0) {
(1.17) eps = 0.5%eps;

eps = 2.0*eps;

Bemerkung 1.15: I|EEE-Standard 754

Das vorstehend entwickelte Modell eines idealen Rechners, insbesonder (1.14) und (1.15)
zusammen mit (1.13), bildet die Grundlage fiir die Entwicklung und Beurteilung von
numerischen Verfahren.

Tatsachliche Rechner weichen davon nicht nur beziiglich der Endlichkeit der Menge der
darstellbaren Zahlen in unterschiedlichem Maf@ davon ab. Dies betrifft vor allem GroBrechner
(etwa von IBM oder Cray) zum Beispiel beztiglich Rundung beziehungsweise Genauigkeit der
Grundrechenarten. Im Jahr 1985 wude vom Institute of Electrical end Electronics Engineers
ein Standard herausgegeben, dem zumindest alle géngigen Workstations und (mit geringen
Abweichungen) PCs geniigen. Dabei werden zwei Zahlenformate fest vorgeschrieben und
Mindestanforderungen fiir zwei zugehorige erweiterter Formate festgelegt. Diese Forderungen
werden auf den letztgenannten Rechnerarchitekturen durch das Vorhandensein von drei
Zahlenformaten erfiillt. (Vergleiche: Tabelle 1.1)
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1 Rechnerarithmetik und Fehleranalyse 1.1 Arithmetik der Maschinenzahlen

Format single double extended (Workstation) extended (PC)
GroBe in Byte 4 8 16 10
Basis b 2 2 2 2
Lange | der Mantisse 24 53 113 64
hidden bit ja ja ja nein
Bits flir Exponenten 8 11 15 15

Table 1.1: Zahlenformate

Die Mantisse bei Binérzahlen!=0 fangt immer mit 1 an. Aus diesem Grund wird diese flihrende
'l" im ,hidden bit* als implizit vorausgesetzt. Damit wird ein Bit frei, was flir das Vorzeichen
verwendet wird.

Der Standard fordert fiir die Grundformate single und double die Eigenschaften (1.14) sowie
(1.15) fur die Wurzelfunktion.

In Abweichung von (1.8) wird flr ein x, was genau zwischen zwei Maschinenzahlen liegt, auf
diejenige von beiden gerundet, deren letzte Ziffer in der Mantisse null ist. Daneben schreibt der
Standard drei weitere wahlbare Rundungsformen:

Runden in Richtung 0 (Abschneiden)

Runden in Richtung +o

Runden in Richtung —o
Im ersten Fall gilt (1.12) wie im Modell mit eps=2", wenn man von M,, ausgeht.
Bei den drei anderen Rundungen gilt (1.12) mit eps=2""".

~Was fir Konsequenzen hat diese Art der Zahlendarstellung fiir uns, wenn wir tatséchlich
wissenschaftliche oder technische Probleme 16sen wollen? Rundungsfehler konnen den Nutzen
einer Computer-Berechnung vereiteln. “

1.2 Grundlegende Begriffe

Ein zu lésendes Problem ist dadurch gekennzeichnet, dass zu gegebenen Daten x ein
Ergebnis y zu berechnen ist, wobei der Zusammenhang zwischen x und y entweder explizit
durch

(1.18) v=f(x), f: X>Y

oder implizit durch

(1.19) g(x,y)=0, g: XXY—>Z

beschrieben wird. Die Mengen X ,Y,Z sind im folgenden typischerweise Teilmengen
irgendwelcher IR" (Mengen von n-Tupeln, deren Elemente reelle Zahlen sind).

,Forderung: Das Ergebnis muss eindeutig sein.*
,Wir missen berlicksichtigten, dass mit dem Rechner Rundungsfehler auftreten.*

Um ein Ergebnis y zahlenmaBig angeben zu konnen, muss dieses eindeutig durch die
Problemstellung festgelegt sein. (,,Der implizite Fall muss umformbar sein in explizite Falle.*)
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1 Rechnerarithmetik und Fehleranalyse 1.2 Grundlegende Begriffe

Da wir aulBerdem eventuell schon bei der Eingabe der Daten x auf dem Rechner durch
Rundung Fehler machen, muss sich das gestellte Problem unter Stérung gutartig verhalten.
(,Das y soll bei leicht abgeandertem x , nicht wackeln und nicht springen®.”)

Definition 1.16: Wohlgestelltheit eines Problems

Ein Problem (1.18) oder (1.19) heil3t wohlgestellt, wenn es zu jedem x genau eine Ldosung

!
y=f(x) mit yeY gibt und die Zuordnung Xy stetig ist.

Definition: Norm

Fir ein wohlgestelltes Problem mdéchte man ein Ma@ daftir, wie stark sich Fehler in den Daten
auf Fehler in der Losung auswirken. Um Fehler messen zu kénnen, benétigen wir Normen. Im
IR" verwendet als Verallgemeinerung des Betrags in R etwa

n
@) [lx],=>_ |x| (Summennorm)
Z:L |
2
ZI: |Xz‘|2
=

() [lxll,= (euklidische Norm)

(1.20) "7 i
x=(x,..., xn)T
Eine Norm || erfiillt die Eigenschaften:
x>0V x#0
loc- x||=|ox|- x| ¥ x€R" Ak €R
e+ ylI<[x[+ ] ¥ x, yeR"
Definition 1.17: Absoluter]relativer Fehler

Sei x€lR" eine Naherung an x€R". Sei auBerdem eine Norm ||J|| auf R" gegeben. Dann
heiBt [|¥x—x| der ﬁggeWFrige absolute Fehler von X .
Ist x#0, so heif3t X=X

I der zugehorige relative Fehler von X .

Man beachte, dass Rundungsfehler wegen (1.10) bzw. WS@S fur x#0 relative
Fehler sind.
Datum: 06.11.2002
Wiederholung:
x: Daten
y: Ergebnis

(1.18) y=f(x),f: X—-X
(1.19) g(x,y)=0,g: XXY—>Z
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1 Rechnerarithmetik und Fehleranalyse 1.2 Grundlegende Begriffe

Definition 1.16 (Wohlgestelltheit)

s
(genau eine Losung y)A(x+ y ist stetig)

Definition 1.18: Kondition eines Problems

Sei durch f:X —7Y ein wohlgestelltes Problem beschrieben. Dann heif3t.
”f(x2)_f(x1)||y

sz—lex

(1.21) K= sup

X, X,EX
X, %X,

Kondition des Problems.

, wobei k€|0,]

Man beachte, dass « von der Wahl der Normen auf X und Y abhéngt.

Bemerkung 1.19

Sind X,YcSR mit 19 =/12],=|2] (Ist das  gleichbedeutend  mit:
V(X,YSR):V(xeX):V(yeY):((x=y)o(xl=lyl=x=ly))?) und st [ stetig
differenzierbar, so gilt nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung:

(1.22) V (xeX): (k=sup(|f'(x)])

[Das bedeutet also, dass « der groBstmdglichste Anstieg der Funktion im untersuchten
Definitionsbereich ist.]

Bemerkung 1.20: gut|schlecht konditioniertes Problem

Um die Kondition eines Problems zu beurteilen, seien x die wahren Daten, X die
verfalschten Daten, jeweils mit Resultaten y=f(x) und 7=f(%). Ist e=|¥—x], und
benotigt man das Resultat mit einer Genauigkeit >0 , so kann man wegen (1.21) nur im Fall
(1.23) T=K-€

mit der Einhaltung der geforderten Genauigkeit rechnen. Man sagt in diesem Fall, das Problem
sei gut konditioniert. Andernfalls sagt man, das Problem sei schlecht konditioniert. Will
man im Extremfall bei Eingabefehlern e=eps noch die Gré6Benordnung des Resultats erfassen
(T=1), muss gelten:

(1.24)  k<—
eps
Beispiel 1.21
2
12V i v0

Das durch (0.3) mit X=|-1,1] und Y=R gegebene Problem ( f(x)= ’; )

= x=0

2

ist wohlgestellt.

Fir €>0 hinreichend klein gilt:
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1 Rechnerarithmetik und Fehleranalyse 1.2 Grundlegende Begriffe

L (1) f1—e)=L[1-1z1=0=e) )

€ . 1o
1m2erdoinzed
= e-(1—€)2

—2+e2+\/Z
_ €
— T
das heif3t:
1

E(f(l)—f(l—e))—mo fir e—>0

Damit ist k=0 und das Problem ist schlecht konditioniert.

Wahlt man stattdessen X =

11
—= —] so hat f:X—Y wegen

2°2)
— 1 2:k=3)!1 L.
1—x2=1—3x2—2 %_xz mit Konvergenzradius R=1,
k=2 K!:

|Dabei ist x /! die Doppelfakultit 1-3-5-7-9-...-x oder 2:4-6-8-10-...-x|
das heiBt: f ist differenzierbar auf X mit der Ableitung:

_1 (Z'K_3)-’-/_ 2:k-2
f(x)_2+§2 2 )

' _ (2'K_2)'(2'K_3)”_ 23
/ (X)_,; K!-2" * )

Also ist f' monoton und punktsymmetrisch und es gilt mit (1.22):
2:k=3 2:k—=3
:Z 2:K 2' 2:k—3 _ 1 1 <Z

K=2 k=2

1
k2 (k—=1)2 1-2/12 2
Das heil3t, dass das so modifizierte Problem (mit eingeschranktem Definitionsbereich) jetzt gut

konditioniert ist.

Die obige Untersuchung besagt, dass die Funktionswerte f(x) von f aus Beispiel (0.2) in der
Nahe der Null nicht sensitiv gegentiber Fehlern in x sind, was die Auswertung mit Hilfe von
(0.4) bestatigt. Die Probleme bei der Verwendung der Darstellung (0.3) kommen also nicht von
einer schlechten Kondition des Problems, sondern miissen vom gewahlten Rechenweg
herrtihren.

(,,Wohlgestelltheit und Kondition héngen vom tatséchlichen Problem (der Funktion selbst) ab,
wahrend konkrete Rechnerimplementationen zusatzliche Fehler einbringen kénnen.*)

S
Im Normallfall kann man nicht erwarten, dass man die Zuordnung ., y auf dem Rechner in

einem Schritt ohne Erzeugen von Zwischenergebnissen durchfiihren kann. [Wenn wir also mit
Zwischenergebnissen arbeiten, so konnen wir diese Tatsache formalisieren:]
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1 Rechnerarithmetik und Fehleranalyse 1.2 Grundlegende Begriffe

Definition 1.22: Algorithmus

Ein Algorithmus ist eine endliche Folge von Rechenvorschriften bestehend aus
Elementaroperationen (Grundrechenarten und Auswertungen von Standardfunktionen), die
angibt, wie y aus x zu bestimmen ist, das hei3t eine Zerlegung einer Funktion f:X—-Y
entsprechend

(1.25) f=P,oQ, 0.0,

mit

(1.26) V(i=1,..,0):(¢;: X~ X,

wobei X=X und X, ;=Y wund jedes durch eine Elementaroperation erzeugte
Zwischenergebnis als Komponente des Bildes eines ¢, auftritt.

Man beachte, dass es zu [ verschiedene Algorithmen geben kann, wie etwa im Beispiel (0.2)
basierend auf den Darstellungen (0.3) und (0.4).

Da man mit jedem ¢, Zwischenresultate und damit Rundungsfehler erzeugt, muss man auch
die Auswirkungen dieser Fehler auf das Resultat berticksichtigen.

(,Man versteht unter einem guten Algorithmen einen, der nicht mehr kaputt macht als die
Kondition kaputt macht. Ein schlechter Algorithmus wére einer, der durch die Rundungsfehler
zwischen den Ergebnissen das Endergebnis ganz kaputt macht.*)

Diese Auswirkungen sollten nicht wesentlich gréBer sein als die der unvermeidbaren Fehler.
Zu diesen gehoren:

Eingabefehler

Fehler in den Daten

Rundung der Daten

Rundung des Resultats

Definition 1.23: Stabilitat eines Algorithmus

Zu einem Algorithmus (1.25) seien die sogenannten Restabbildungen . definiert durch

(1.27) V(i=1,...,1):\w,=d,o b, c...0p, mit g,: X,~ Y]

mit den jewieligen Konditionen «; . Gilt

(1.28) Ki<(c+1)-max(l<,1)

wobei ¢ die Anzahl der im Algorithmus durchzufiihrenden Elementaroperation ist, so spricht
man von einem stabilen Algorithmus.

(,,Um einen Algorithmus zu beurteilen, so schau ich mir die Kondition der Restabbildungen an.

“)

Davon unabhéngig kann die Zahl

max (Ki)
i=1,..., i

als Stabilitatsmaf3 eines Algorithmus angesehen werden. (,,Je kleiner, desto besser.“)
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1 Rechnerarithmetik und Fehleranalyse 1.2 Grundlegende Begriffe
Datum: 08.11.2002

1.3 Differentielle Fehleranalyse

Wie man an Beispiel 1.21 schon gesehen hat, sind Berechnungen basierend auf (1.21) nicht
leicht durchzufiihren. Geht man davon aus, dass Fehler klein sind, so bieten sich
Linearisierungstechniken an, das heiBt: man vernachlassigt quadratische Terme in den
Fehlern. Man spricht von differentieller Fehleranalyse.

y,Fehler, die man auf dem Rechner gemacht, sind normalerweise Rundungsfehler.
Rundungsfehler sind normalerweise ganz klein. Wenn ich jetzt die Auswirkung von Fehlern
untersuche, dann kann ich bei kleinen Fehlern quadratische Terme vernachlassigen, weil,
wenn Fehler Klein sind, Quadrate von Fehlern noch kleiner sind.“

Sei f:X—-Y mit X,YSR differnzierbar, so gilt fir x€R und gestortes X mit
dazugehérigen Resultaten y=f(x) und y=f(%):
y-y=f(x)-f(x)
(1.29) =f(x+(X=x))—f(x)
= f'(x)(x—x) (Taylor-Entwicklung)
Das spezielle Gleichheitszeichen mit dem Punkt driiber = bedeutet, dass quadratische Anteile
vernachlassigt werden.

Mit [|Q|,=]|2],=|D| erhalt man speziell:

(1.30) K:| f'(x) \ (differentielle Kondition bezlglich des absoluten Fehlers)
a |
Wahlt man stattdessen ||3||,= || || und ||D||Y:H ,falls (x#0)A(y#0), so liefert (1.29):
3y 2orexS ) Xex
' y y x
bzw.
(1.32) = %}g)x) (differentielle Konditionen beziiglich des relativen Fehlers)

Man beachte, dass Rundungsfehler gemal3 (1.10) relative Fehler sind.
Ist X<IR", so hat die Jacobimatrix f'(x) die Form

(38){1() '2){(3() [oder etwa [f'(x)= 23{1‘) g){()

(1.33) fl(x)=

?]  mit

T

x=(x,,...,x

n

und (1.29) wird mit ¥=(%, ..., %, zu

(134)  F-y=2,
Damit gilt in erster Naherung
(1.35)  [v-y<X

j=1

bzw.

J

Of (v —
S ) (x,-x)

—(x) '\Tf.f—xj\
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1 Rechnerarithmetik und Fehleranalyse 1.3 Differentielle Fehleranalyse

n

<>

j=1 j
und die entsprechenden Faktoren beschreiben die differntielle Kondition beztiglich des
absoluten bzw. relativen Fehlers der einzelnen Komponenten von x.

Fir Y<SIR" braucht man nur entsprechend die einzelnen Komponenten von y€Y zu
betrachten.

Entsprechend kann man die differentielle Fehleranalyse zur Untersuchung der Stabilitét eines
Algorithmus verwenden, Man muss nur nach Definition (1.23) statt f die Restabbildungen ¥,
betrachten.

y=y ﬁ.af(x).p(f_x

y 0x;

J

(1.36)

| x

Sei dazu  X,SR", x,=x sowie x,,;=¢,(x,) , i=1,..., 1, auBerdem x,=((x,), (x,),...(x,),)".

Damit sind die mal3geblichen differentiellen Konditionen bezliglich des relativen Fehlers
entsprechend (1.35) gegeben durch

: _— X; Oy,
(1.37) V(i=1,...,1): ¥ (j=i,....,n):|k;= 7]6—36”()(’)
Beispiel 1.24 Konditionen von Addition|Subtraktion

Sei y=x,+x,, das heift f:R*>R mit f(x, x,)=x,+x,, so gilt:
y—y=(%+X,)—(x,+x,)=(%,—x,)+(X,— x,)

und damit gilt fiir den absoluten Fehler:
|J~’_Y|<‘3~51_x1‘+|@_x2|:||3~5_x”l
bzw. fiir den relativen Fehler: (bei y.,x,,x,#0)

|J~/—y|< <) .|’~‘1_x1‘+ | -‘x2+x2‘<max ) , x| |7c1—x1\+|7c2+x2\

52BN 'R N R ' R RS 1 I I 42| [+ L |x] |x,|
Far |-I, =, und [, =] (absoluter Fehler) hat man wegen k=1 ein gut konditioniertes
Problem.

. T Zy
Wahlt man ||, stattdessen [(z, z,) HX:_x +
1

(relativer Fehler), so liegt nur dann ein gut

b

konditioniertes Problem vor, wenn |x;+x,| nicht wesentlich kleiner ist als maXHXI XQH.
(Also wenn es einen grofBen betragsmaldigen Unterschied zwischen x; und x; gibt oder sie das
selbe Vorzeichen haben. Sind sie etwa gleichen Betrags und haben sie unterschiedliche
Vorzeichen, so liegt die Summe innerhalb des Intervalls x;..x2. Da der Fehler proportional zum

Intervall ist, die GréBenordnung von x;+Xx2 aber sinkt, steigt damit der relative Fehler.)

Andernfalls hat man ein schlecht konditioniertes Problem (sogenannte subtraktive
Ausloschung). Das gleiche folgt auch mit differentieller Fehleranalyse.

Beispiel 1.25: Kondition der Multiplikation

Sei y=x,x,, das heift f:R’>R mit f(x, x,)=x,-x,. Fir die differentielle Kondition
beztiglich des relativen Fehlers ( bei x; x,#0 ) erhalt man nach (1.36)
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1 Rechnerarithmetik und Fehleranalyse 1.3 Differentielle Fehleranalyse

(wegen Kommutativitat der
X 1 a f X 1 Multiplikation gilt fir x; das selbe wie
=" = 1. furx
3 X)|= . Xo|= 1, firxe)
Y 00X, X1°X5

x2 a f x2 ___ 1 Die Multiplikation ist also beziiglich
(-x ) — X 1[7 + des relativen Fehlers (im

y a X 2 X 1 ‘X 2 differentiellen Sinn) gut konditioniert.

Unter Verwendung von Bemerkung 1.12 kann man auch folgendermafBen schlieBen.
Sei |x,—x,|<eps(|x]), i=1,2
das heif3t: gebe es €, mit |el.|<eps, sodass

X=xq(1+¢,), i=12

Dann gilt:
V=X, X,=x,(14+€,)x,(1+€,) = x,-x,(14+€,+€,)=y-(14+€,+¢,)
und damit
57—yl
[yl
Dabei entsprechen die obigen Konditionszahlen gerade den Vorfaktoren von |e,| und |e,)|.

= |e1 +€2|<‘el‘+‘ez|<2-eps

Ein entsprechendes Resultat gilt auch fiir die Division, siehe Ubungen.

Beispiele 1.26: Stabilitat der Exponentiation

Zur Berechnung von Potenzen ¢ fiir a, x€IR, a>0 kann man basierend auf der Darstellung
a*=exp(x-log(e))
den folgenden Algorithmus verwenden

(X (xl)l VIR (xl)l X ex
Xy a| \(x,), , Xy log((x,),) , Ypix;—¢€ p((x1>1,10g((x1)2))
X,= )= (), y Py X, (x5)1(X5)5, whirx,—exp((x,)(x,),)
log(a)] |(x,),

x,=x10g (@), by X, exp(xs), @i x,—exp(x,)
Fir die differentiellen Konditionen des relativen Fehlers gemal3 (1.37) erhalt Mantisse
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1 Rechnerarithmetik und Fehleranalyse 1.3 Differentielle Fehleranalyse

(2 | o e, o () og (3, | log a)
Xz oy, _(xl)z. . .(xl)l_
(k)= v o(x,), (x))[= I exp((x,), log((x,),)) (x,), =|x|
(Kk,)= x;l 86(1122) (x,)/= (x;)l-exp((xz)l-(xz)z)-(x2)2=|x-10g(a)|
(k)= %86(;22)2 (x,)]= (X;)z'eXP((xz)l'(xz)z)'(xz)1 =|x-log(a)|
()= 222 x| = exp(, |- -togla)
Datum: 13.11.2002
ax=ex~log( )
_|x =|x-log(a)|
5 a K12_|X| ki]:xJ il (x,)
=|x-log(a) 0,

X,= 1); (a) 8l i=1,...,1

g K,,=|x-log(a)| =1 n

x;=x-log(a) k,=|x-log(a)| o

Dabei beschreiben «,, und k,, die differentielle Kondition des Problems.
Wegen «,,=k,,=k;=k,; ist der Algorithmus stabil.

Beispiel 1.27

Der auf (0.3) aufbauende Algorithmus zur Berechnung von y=f(x) kann folgendermaf@en

geschrieben werden:
1-V1-x,

2
X=X ¢, X P X, Yiix - 3
Xy
2 1-x, 1—VI-x,
X=X by Xy Yo Xp
X, X5
— N 1—+x
yo=|1—x b x|V WaiXars 31
3 3 X3 3+ X3
X X5, X3
\/1—)('2 . 1_-x41 . 1—X41
Xy ) by Xy Wyl Xy
X X4 X42
_[1=V1-%" Xs1 Xs1
X4= 2 s X5 Y5 X5
X X5 X5

Fur x€/-1,1] mit |x| hinreichend kleine erhalt man in erster Naherung:
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1 Rechnerarithmetik und Fehleranalyse 1.3 Differentielle Fehleranalyse

Wegen y,=f liefert die Reihenentwicklung aus Beispiel 1.21:

.11 .11
W1<x2):§+§'x123 W2<x2):5+§'x2
beziehungsweise
aqh(x)il-x aqu(x):l
ox, " 47" ox, ¥ 8
und damit fiir die differentiellen Konditionen des relativen Fehlers
I BRIV IR ESU0 W I B
Kl_ y axl (x1> y 4 1l — 2 X
_|X2 0w, ;&1‘;1. :
X3 Oy, X3 1 1 o1
Koy =|——- (x,)|=|—— =—
! Y 0Xxy ’ Y X3 2'\/X_31 x°
1 >
K :&.a%(x ):&.l_vxﬂL 2" -1
»2 y ax32 ’ y x322 | l x4
2
p _ﬂ.‘a%( = L2
4 y 0Xxy ! Y Xy x°
K _@.aw‘i( ) Xy 17Xy =1
2 y a‘)(‘42 * y x422
X O X
Ky =|—0 (’Us(xs)=i . =1
Y 0Xs Y Xs
X, O Xey X
k=222 Ws(xs _| X2, 512:1
Yy 0xs Y x.,

Der vorliegende Algorithmus ist also fiir x mit |x| hinreichend klein instabil ( x5, , k,, >k, ).
Insbesondere werden Fehler bei der Berechnung bzw. Rundung von X5 und X, extrem
verstarkt. Dies ist zuriickzufiihren auf die anschlieBende Subtraktion mit Ausloschung
fihrender Stellen.
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2 Lineare Gleichungssysteme 2 Lineare Gleichungssysteme

2 Lineare Gleichungssysteme

Gesucht sei x€R" mit

(2.1) A'x=Db

wobei A€R™" nichtsinguléar und heR" .

Zum Messen von Fehlern bei Matrizen verwenden wir zu gegebener Vektornorm durch

‘X
22) Ial=sup L —supla

x€R” xl=1

x#0
definierte sogenannte Operatornorm. Neben

(@) V(AeR"" mit A#0):(|A|>0)
23)  (b) V(AeR""):V(aeR): (|o-A|=|o | A])

(c) V(AeR""):Y (BeR""):(|A+B|<|Al+|Bl)
haben diese noch die Eigenschaft

(2.4) (a) V(A€R""):V (BeR""): (| A-BlI<||Al-|B]) (Submultiplikativitat)
(b) V(AeR""): Y (xeR"):(|A-x||=]Al-|x]) (Vertraglichkeit)
Zu den Vektoren (1.20) gehoéren die Operatornormen
a) ||A],= max z |a,- j| (Spaltensummennorm)
J=l..,ni=1
(2.5) ) |All,=max {\/ﬂ?\ ist Eigenwert von AT'A} (Spektralnorm)
c) lAl,= max > la; | (Zeilensummennorm)
i=1,..,n j=1

2.1 Kondition

Fir A nichtsingular besitzt (2.1) die eindeutige Lésung
(2.6) x=A"b
Wegen der Stetigkeit der Inversenbildung und der Matrixvektormultiplikation ist das Problem
wohlgestellt. In erster Naherung gilt fiir ein gestortes Problem:
x+Ax=(A+AA)"(b+Ab)
[A-(I+AAA)"(b+AD)
(I+AAA) " AT(b+AD)
=(I-A"AA)A"(b+AD)
=A " b+A T Ab—ATAA-ATD

Das heif3t:
(2.6') Ax=A"Ab—A"AAx
Mit einer Vektornorm und zugehériger Operatornorm gilt
(2.7) A x| <A™ ab]+]a7-Ix]-|A Al
und
[ax] a4« Jas], 4 -Ixl-lal [a4] - (HA b A AH) .
2.8 <|A |4 lat
28 ST BT <A AT | (relatver

Fehler)
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2 Lineare Gleichungssysteme 2.1 Kondition

Die GroBe

(2.9) condy(A)=]A|-[a7']

heiBt Kondition der Matrix A und beschreibt die (differentielle) Verstarkung des relativen
Fehlers der Daten A und b . Im Fall (2.5) schreibt man auch

(2.10)  cond,(A)=[|Al|lA7"], fur pel1,2,00

Datum 22.11.2002

2.2 GauR-Elimination

Schreibt man (2.1) ausfiihrlicher als
a,'xX,+a, x,+...+a,, x,=b,
Ay" X+ 0y X, +...+a,, X, =b,

n

(2.11)

a, x,ta,x,+...+a, x,=b,
So kann man durch Vertauschen von Zeilen und Umbennen der GroBBen stets erreichen, dass
a,,#0 ist (sonst ware A singular). Die Idee der Gaul3-Elimination ist dann, durch Addieren
von Vielfachen der ersten Gleichung zu den anderen, aus diesen x; zu eliminieren. Man erhalt
a,;'x,ta,,x,t...+a,,x,=b,
2.12) azzz-xz—i.-...+ch2,1-)(,1=[92
a,," X, +...+a,, x,=b,
Dabei andert sich die Losung nicht. Sukzessives Anwenden liefert liefert nach n-1 Schritten ein
System der Form:

Ty X Hry Xty x,=b,
Vo' Xyt+...t7,, X, =b,
rnn.er:bn
mit V(i=1,...,n):[r,#0|, Daraus kann man x beginnend mit X, leicht bestimmen

(sogenannte Ruckwartssubstitution).

Algorithmus 2.1:  GauB-Elimination mit Zeilentausch
Der folgende Algorithmus erzeugt (2.13) aus (2.11):
Schleife i=1,...,n:
Suche ein Element @,,#0 mit p€li,...,n (sogenannte Pivotsuche)
Sind alle a,#0, so ist A singulér — stop .
Andernfalls vertausche i-te und p-te Zeile
Schleife k=i+1,...,n:

ay;
Setze lki=_
a;
Setze V(j=i+1,...,n).'(akj=ak_,—lki~a
Setze by=b,—I;; b

ij)
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2 Lineare Gleichungssysteme 2.2 Gau3-Elimination

Dabei sind die V(1<i< j<n):(r,. j) , durch die entsprechenden letzten Werte von
a;; und die V(I<i<n): yi), durch die entsprechenden letzten Werte von b;
gegeben.

Der Aufwand in (2.14) betragt im wesentlichen eine Operation (Addition+Multiplikation) pro
Berechnung eines Wertes a;; in der innersten Schleife, das heiBt: der Gesamtaufwand betragt
in erster Naherung:

n—1
(n=17+(n—2 +..+4+1=) {iz) = %'rf Operationen.
i=1

Die gebrauchlichste Pivotsuche in (2.14) ist gegeben durch die Bedingung
(2.15) ja,|= kr:rilaxn a ki|) (Spaltenpivotsuche)

Es gilt dann:
(2.16) L=<t

Eine solche Pivotsuche sucht sich also die Zeile als , Referenzzeile“ (Zeile, die nicht geandert
wird, aber auf andere Zeilen draufaddiert wird), die das betragsméaBig groBte Pivot-Element zu
bieten hat. [Der Grund ist vermutlich, dass beim Verrechnen mit den anderen mdglichen
Pivot-Elementen aus anderen Zeilen kein so groBer Fehler durch herunterskalieren entsteht,
als er durch heraufskalieren entstehen konnte.]

Hat man Algorithmus 2.1 erfolgreich durchgefiihrt, so erhalt man die Loésung x
folgendermalBen:

Algorithmus 2.2 (Ruckwartssubstitution)
Im Anschluss an (2.14) ist folgendes durchzuftihren:
(2.17)
Schleife i=n,...,1:
Setze b)=b,—a;;x,;, j=n,...,i+1
Setze xl:&

Der Aufwand in (2.17) betragt in erster Naherung

n

0+1+...+(n—1)=), (z'—l)i%-n2 Operationen

i=1
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2 Lineare Gleichungssysteme 2.2 Gau3-Elimination

Bemerkung 2.3

Will man mehrere Gleichungssysteme mit gleicher Matrix A und verschiedenen Seiten b losen,
so ist es in Algorithmus 2.1 besser, die Berechnungen betreffend A und b zu entkoppeln.
Zusatzlich muss man sich dann die vorgenommenen Zeilentausche merken, wahrend man die
Werte [; auf den Speicherplatz a,; ablegen kann. Auf diese Weise zerfallt Algorithmus 2.1 in
zwei Teile (sogenannte Zerlegung der Matrix und sogenannte Vorwartssubstitution zur
entsprechenden Behandlung von b).

In Programmbibliotheken findet man deshalb ublicherweise Routinen zur Zerlegung von A
(sogenannt: FACTOR) sowie zur Berechnung einer Lésung zu gegebenem b und zerlegtem A
(sogenannt: SOLVE), vergleiche Ubungsblatt.

Bemerkung 2.4

Den Ubergang von (2.11) auf (2.12) lasst sich auch beschreiben durch
(2.18) A=E-A
wobei

(2.19) E=| a1

Betrachtet man

(2.20) E'=

so gilt
cond, (A")=[A"l.-|a"|.=|E-Al a7 E7.
(2.21) <lEll.-1Al- ™. e
=cond,,(E)-cond,(A)
Wobei im Fall (2.15) wegen (2.16) gilt:
(2.22) cond, (E)=|E| |E "], <2-2=4

Die Kondition des zu l6senden Gleichungssystems verschlechtert sich also in jedem Schritt der
GauB-Elimination eventuell um einen Faktor 4. In diesem Sinn ist Gaul3-Elimination selbst mit
Spaltenpivotsuche (in der angegeben Form natiirlich) instabil. In praktischen Problemen tritt
diese Instabilitat allerdings normalerweise nicht auf.

Datum: 27.11.2002
[...wegen Abwesendheit nicht direkt mitgeschrieben sondern abgeschrieben von Matthias
Quasthof...]
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2 Lineare Gleichungssysteme

Bemerkung 2.5
Beschreibt IT€R"" die im Algorithmus 2.1 gegebenen

1 0 0 0 -
L, ~ 0 0
Zeilentausche und setzt man L= fl 0 ,R= 0 0
lnl lnn—l 1 0
(eine sogenannte Dreieckszerlegung).
[
Beispiel
4 -2 6
Sei A={-2 2 —7|.Dann gilt:
6 -7 29
1 0 0 1 0 0 4 -2 6
0 1 0]A=[0 1 O0||-2 2 =7
0 0 1 0 0 1 6 -7 29
0 0 1 1 0 0 6 -7 29
01 0['A=|0 1 O0/|-2 2 =7
1 0 0 0 0 1 4 -2 6
1 0 0}6 -7 29
0 0 1 1 6 7 =21 29
J— 1 - — ==
0 1 0[-A=| 3 0'0 3 3 3 3
100 _2 0 1/10 __6_2.(_7) E__z.zg
3 3 3 3 3
1 0 0|/6 -7 29
001 11y gllo -4 B
0 1 0['A=| 3 . 3 3
1 0 2 8 —40
<0 1/lo = =
3 3 3
1 0 06 -7 29
0 0 1 2 8 —40
= 1 — -
01 0[A=| 3 0'0 3 3
1 0 1 1 8
— 0 1flo —= =2
3 3 3
1 0 06 =7 29
0 0 1 2 8 —40
= 1 — -
0 1 0|A=| 3 0'0 3 3
1 0 O 1 1 8
— 0 1o —= =2
3 3 3
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2 Lineare Gleichungssysteme 2.2 Gau3-Elimination

L0020 9
00 1 R 8 —40
0 1 0l-A=| 3 o & =2 _ma=r.Rr
10 0 11 33
b1y
3 g Yoo 1

]
2.3 Cholesky-Zerlegung

Eine wichtigte Klasse von Matrizen im IR™" sind die symmetrischen, positiv-definiten Matrizen,
das heif3t: Matrizen A€R"" mit:

(2.23)
1. Symmetrie: A'=4
2. positive Definitheit: Y ((xe€R"A(x#0)):(x"-A-x>0)

Ein Zeilentausch, wie er bei der GauB-Elimination auftreten kann, wiirde die Symmetrie sofort
zerstoren. Als Folge konnen wichtige Eigenschaften, die auf der Symmetrie basieren, verloren
gehen. Andererseits koénnte man versuchen, die Symmetrie auszunutzen, um einen
effizienteren Algorithmus zu erhalten.

Satz 2.6: Cholesky-Zerlegung

Zu jeder symmetrisch, positiv-definiten Matrix A€R™" gibt es eine untere Dreiecksmatrix
LeR™" mit
(2.24) A=L-L"

Beweis
fir n=1 : Die Behauptung ist trivial. Sei A=(an) mit a,,>0 . Dann ist L=(\/a11) i

fiir n>1: Sei die Behauptung richtig und sei AeR""""""

A!
Partitioniert man A folgendermaf3en: A=[ r Y
v

symmetrisch und positiv definiert.

mit A’'€R"™", so ist A’ ebenfalls
c

symmetrisch und positiv definiert.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt: 3(L'€R"™"):(A'=L"-L"")

[ T ' T ’, 1T ',
Mit dem Ansatz A= va ‘C}Z{IIJT ?ZHLO CIJ]= L[T.iT ZT-Ll+ld2 erhdlt man die
Bedingungen
L'-I=v
I"t+d*=c

Da positiv-definite Matrizen insbesondere nichtsingular sind, ist mit A’ auch L’
nichtsingulér und damit /=L""v.
Dies folgt aber aus:
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2 Lineare Gleichungssysteme 2.3 Cholesky-Zerlegung

T
L'-L" v
. )
% c

1
c—1"1

Zur Berechnung der Cholesky-Zerlegung beachtet man
min i, j|
(2.25) ay= 2 Lyl
k=1
wovon man wegen der Symmetrie zum Beispiel nur i>j beachten muss. Es gilt also
@) a,=1,"+1,+..+1;}

0<(—1"L" 1)

—<L”>T-z)
1

:(_ZT.L'*I 1).

=c1"1

(2.26)

(b) aij=1i1.1j1+li2'lj2+"'+lij.ljj
beziehungsweise

@) 1,'=a;~1;"—..—1,_’
2.27) ay—lyly ==l L

b) Vi>j|:|1, =-1
®) (l>j) o ljj
und man kann L spaltenweise berechnen.

Algorithmus 2.7: Cholesky-Zerlegung

Der folgende Algorithmus berechnet fiir ein gegebenes symmetrisches, positiv definiertes
A€R"" die Zerlegung (2.24):

Schleife j=1,...,n:

Setze s=a,—1,"—.—1,.’
Ist $<0, so ist A nicht positiv definiert.
Setze ljj:\/g
Schleife i=j+1,...,n:
Setze l_:az’j_lil’ljl_~-~_lij—1'ljj—1
ij

/

Jj

Der Aufwand in (2.28) betragt in erster Naherung

n n n

2 l(n=jyjl=2nj=j)=n i[j)—z(J'z))Z%-If—%-rf:%-;f

j=1 =1 =1

Operationen sowie n Quadratwurzeln. Zur Loésung eines zugehorigen linearen

Gleichungssystems fallt dann jeweils eine Vorwarts- und Riickwartssubstitution an.

[Es ergeben sich also folgende Gleichungen zur Berechnung der Cholesky-zerlegten Matrix I:
l,,=Va, (Linke obere Zelle)

(Rest der ersten Spalte)
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2 Lineare Gleichungssysteme 2.3 Cholesky-Zerlegung

Y (i=2 |1,=\a Z ) (Zellen in der Hauptdiagonale)
j=1
1 <
l, f:l_ DA UNS js (Reste aller weiterer Spalten)
s=1
Beispiel
4 -2 6
Sei A={—-2 2 —7|.Dann ist
6 -7 29
_f ol 20 ol [2 0 0
L= | =(—1 1 0=|—-1 1 0
3 —1-(—7—(3-(—1))) 2l | 3 -4 V29-9-16/ | 3 -4 2

2.4 QR-Zerlegung

Mit Sicht auf Bemerkung 2.4 ware fiir (2.1) eine Losungsverfahren wiinschenswert, das durch
Eliminationsmatrizen £ mit cond,(E)=1 beschrieben werden kann.

Matrizen mit dieser Eigenschaft beschreiben aber leider nur Zeilentausche und
Vorzeichenwechsel, das heiBt: Man kann damit nicht das gegebene lineare Gleichungssystem
vereinfachen.

Hingegen ist die Klasse der Matrizen E mit cond,(E)=1 hinreichend groR.

Definition 2.8 (orthogonale Matrizen)

Eine Matrix Q€RR"" heiBt orthogonal, wenn
(2.28) Q"-Q=Einheitsmatrix

Offensichtlich ist ein Orthogonales Q invertierbar mit Q~'=Q" . Damit gilt auch Q-Q"=7 und
auBerdem ||Q|,=/@"|,=/@7!|,=1 nach (2.5b), also

(2.29) V ((QeR™")A(Q ist orthogonal)):(cond,(Q)=1)

Wegen [[Q-x[,"=x"Q"-Q-x=x"-x=|x]," gilt:

(2.30) V (x€R"):V ((QER™")A(Q ist orthogonal)): (||Q-x||,=l|x],]

Anmerkung des Mitschreibers:
Fir orthogonale Matrizen A gilt: det( )==1
Fuar orthogonale Matrizen A gilt: A"=A"" ( A™'- A= E=FEinheitsmatrix )
1 (o 1)_ 1 o)
1 0

Beispiel: 1 0 0 1
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2 Lineare Gleichungssysteme 2.4 QR-Zerlegung
Datum: 04.12.2002

fir GauB-Elimination gilt:
A'=E-A, cond,(E)<4

fiir orthogonale Matrizen gilt:
Q"-Q=1I, cond,(Q)=1

Q'=q", lel=le"lk=le"l.=1
W (x):(1Q-x[l, =[x

Definition 2.9: Householder-Transformation

Matrizen PeR"™" der Form
(2.32) YV (weR"): ¥ (whw=1):P=T-2-w-w|
heiBen Housholder-Transformationen.

Offensichtlich ist eine Housholder-Transformation P-symmetrisch und wegen
Pl.p=(I-2ww)-(I-2ww)=I-4-ww +4ww' ww'=I
orthogonal.

Die Frage ist nun, ob man P so wahlen kann, dass es wie E in Bemerkung 2.4 in der ersten
Spalte von A unterhalb des ersten Eintrags Nullen erzeugt.

Bezeichnet z€R", z#0 die erste Spalte von A, so ist also ein we€R" mit w'-w=1 gesucht,
sodass

(2.33) Pz=(I-ww')z=xe,, e,=(1,0,...,0)

Aus der Forderung, dass P orthogonal ist, folgt wegen (2.31) sofort

(234)  a=xo, o=|z|,=Vz"z

Weiterhin folgt aus (2.33)
z—2wwz=ave,
beziehungsweise
T
2{(wz)w=z—wxe,
Zusammen mit w’-w=1 ergibt sich daraus
z—w-e,
(2.35) W=r——1
le=ece],
Um Ausloschung in z—«-e; zu vermeiden, wahlt man das Vorzeichen von « entsprechend.
(2.36) signum (a)=—signum(z,), z=(z, ..., z,)
Damit gilt:
HZ—(X'€1H22:(ZI—O()2+ZZZ+...+Z”2
=le+2"ZlHO(‘+(X2+ZZZ+...+Zn2
=2'02+2~U~|21‘

=2-0-(0+|z|)
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2 Lineare Gleichungssysteme 2.4 QR-Zerlegung

beziehungsweise
(2.37) P=I+Buu"
mit
-1
a) p=——
(2.38) @ o(o+|z,))

(b) Uu=z—w-e,
(Man kann sich also die Division durch B sparen, womit man Fehlerquellen umgeht.)

Satz 2.10 (QR-Zerlegung)

Zu jeder nichtsingularen Matrix A€R™" gibt es eine orthogonale Matrix Q€R"" und eine

nichtsingulare obere Dreiecksmatrix R€R™" | sodass
(2.39) A=Q-R

[Anmerkung des Mitschreibers: Eine obere Dreiecksmatrix ist eine Matrix A=(qa, j) mit
V (i> j):(a;;=0| . Das heiBt also, dass alle Elemente unterhalb der Diagonalen gleich 0 sind.]

Beweis

Setzt man fur A=(a,,...,a,) in der obigen Konstruktion zunachst z=a,#0 ein, so erhalt man
mit dem zugehorigen P
P-A=P-(a,,...,a,)

=(P-a,,...,P-a,)
.0 *
|y Tty
0 A’

Per Induktion besi:tzt A' eine QR—Zerlegung A'=Q'-R’, das heil3t:

poA=|Tn Tty :[1 0|7y 7Ty,

0 Q-R'| |0 Qflo R
Mit
o=p/! Ol:P'l o] Fiy Pt
0 Q' 0 Q' R’

erhalt man daraus eine Zerlegung der Form (2.39).

Beachtet man, dass man P-y nie durch Berechnen der Housholder-Transformation P nach
(2.37) mit ausschlieBender Matrix-Vektor-Multiplikation mit y bestimmen sollte, sondern
wegen

P-y=(I+Buu")y=y+Bu(u"u)
erst den Skalar f=p-(x"-y) und dann die Summe y+y-u von Vektoren berechnent sollte, so
erhalt man den folgenden Algorithmus zur Lésung von (2.1):

Algorithmus 2.11

Der folgende Algorithmus berechnet die Losung von (2.1) basierend auf einer QR-Zerlegung
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2 Lineare Gleichungssysteme

von A

(2.40)

2.4 QR-Zerlegung

Schleife i=1,...,n:

Setze
[st

Setze

Setze

T:aii2+...+am2; 0':\/;
0=0,soist A singular (— stop)
o  fir a;<0

(x: oo
—o fiir a;>0

Schleife k=i+1,...,n:

Setze
Setze

Setze
Setze

Schleife i=
Setze

Setze

Y (j

y=B-(a;a,+...ta,a,)
‘v’(j=i,...,n):(ajk=ajk+y-aﬁ)

y=B-(a;b+...+a,b,)

i,...n):(b=b,+y-a,
1:
YV (j=n,...,i+1):(b;=b—a; x|

.
i_di

Die Transformationen P,=I+pu;u,’ werden dabei in der Form gespeichert , dass die u; als

Spalten im unteren Dreieck von A abgelegt sind und 8= N

; 4;=a,;+X; zurickgewinnen lasst.

Der obige Algorithmus benétigt in erster Naherung
> 2(n—17=2Y] =2
i=1 i=1 3

Dazu kommen n Quadratwurzeln.
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2 Lineare Gleichungssysteme 2.4 QR-Zerlegung

Datum: 06.12.2002

2.5 Lineare Ausgleichsrechnung

Gegeben seien Messungen (¢;, f;), mit ¢,, f,€R, i=1,...,m. Zu gegebener Funktion
V((j=L....,n)A(n<m)):(¢,;R—R) sollen X; so bestimmt werden, dass f:R—IR definiert
durch

241)  f(0)=(x, 1)

j=1
die Messungen maoglichst gut beschreibt.

Als Mal3 daflir verwenden wir, dass die Abweichung =0 mit
2

z (Wi'(xj'qu(ti)_fi))
j=1
zu gegebenem w,>0, i=1,...,m mdglichst klein sein soll. Dabei erlauben die W; noch eine
unterschiedliche Gewichtung der einzelnen Messungen. Setzt man
a. A:(aij), aijzwi‘(l)j(ti)
243) b. b=(b,), b=w; f;

soistalsozu A€R™" und h€R™ ein x€R" gesucht mit
(2.44) min({V(x)_-(HA.x—b||22)})=||A.x—b||22

Ein typisches Resultat ist auch ein hinreichende Bedingung fiir die Wohlgestelltheit des
Problems beinhaltet, ist der folgende Satz:

m

(242) =Y (w,.2~(f(ti)—fl-)2)=i

i=1 j=1

Satz 2.12

Die Spalten von A€R™" seien linear unabhéngig. Dann besitzt das Problem (2.44) eine
eindeutige Losung x€IR" . Diese ist gegeben als Losung des linearen Gleichungssystems

(2.45) A" A-x=A"-b (Normalgleichung)

wobei A"-A symmetrisch und positiv definiert ist.

Leider ist die Berechnung von x mittels (2.45), etwa durch Cholesky-Zerlegung von A’ A,
nicht stabil. Als alternative Grundlage zur Entwicklung eines Algorithmus verenden wir deshalb
folgende Eigenschaft:

Satz 2.13

Zu jeder Matrix A€R™" mit linear unabhéngigen Spalten gibt es eine orthogonale Matrix
QeR™"™ und eine nichtsingulare obere Dreiecksmatrix R€R"" | sodass

(246)  A=Q §

Damit gilt:
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2 Lineare Gleichungssysteme 2.5 Lineare Ausgleichsrechnung

|4-x—bl"=| @

was gerade flr
(2.47) x=R"c
minimal wird.

Algorithmus 2.14

Man modifiziert Algorithmus 2.11 dahingehend, dass die Schleifen bei der Berechnung der
GroBen T,y ,a; und b; bis m statt bis n laufen. Die Abfrage y=0 bedeutet 0 =0 bedeutet
dann, dass die Spalten von A nicht linear abhangig sind.

3 Interpolation

Bei der (linearen) Interpolation werden zu gegebenen Daten
V(i:O,...,n):((t,.,fi) mit (ti,fIEIR)), mit p aarweise verschiedenen ; (das heiBt mit
Y (i#j):(t,#t j) ) [(z,, f;) sind also Punkte in einem zweidimensionalen Koordinatensystem]
und Funktionen V(j =0,...,n):(¢> I IR—»IR) Koeffizienten x,€ER gesucht mit

n

z (xj'd)j(ti)):fi
j=0
Gehéren die Daten etwa zu einer Funktion f (das heit: ¥ (i):(/(z,)=/.), so kann man
dann mit der sogenannten Interpolierenden 7, definiert durch
B2)  F(0)=2[xs¢,0)

j=0
naherungsweise Funktionswerte von [ zwischen den Stiitzstellen #; bestimmen. Man denke
dabei an Funktionen f, deren Auswertung sehr teuer ist.

(3.1) VY (i=0,...,n):

[ X; scheint hier die Rolle eines Auswéhlers zu spielen: Es gebe Funktionen ¢;, die irgendwie
gestaltet seien. Durch geschickte Kombination dieser Funktionen (also durch geschicktes
Setzen von X;) sollte es moglich sein, den Graphen dieser kombinierten Funktion durch die
Punkte (¢;,f;) zu leiten. Geht die kombinierte Funktion durch alle diese Punkte
(,,Stiitzstellen®), so wird angenommen, dass sie zwischen diesen Stellen ebenfalls sinnvolle
Werte annimmt. Sind die Stiitzstellen Punkte aus einem Graphen einer bekannten Funktion f,
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3 Interpolation 3 Interpolation

so wird angenommen, dass die kombinierte Funktion auch an den Stellen, die keine
Stirztstellen sind, Werte annimmt, die den Werten der original-Funktion f entspricht. Diese
kombinierte Funktion heiBt hier f und allgemein Interpolationsfunktion. Der Funktionswert

von f an der Stelle ¢ ist eine Linearkombination mit der Basis (d)o(t), b, (2),..., d)n(t)) . Eine
Besonderheit ist, dass die Koeffizienten x; fiir jede dieser Linearkombinationen gleich sind.]

Setzt man

(3.3) a. A=(a,-j), a,;=¢,(t)

b. b=(b,), b=1;
so ist (3.1) aquivalent zum linearen Gleichungssystem A-x=5b . Im folgenden sollen fiir speziell
gewahlte ¢, effiziente Methoden vorgestellt werden.

3.1 Polynom-interpolation

Gesucht ist hier ein Polynom p vom Grad hochstens n (man schreibt p€11, ) sodass
(3.4) Y (i=0,...,n):(p(t,)=f,]

Satz 3.1

Gegeben seien V (i=0,...,n):(t,, f,€R| mit ¥ (i#/):[t,#1,).
Dann gibt es genau ein Polynom p€&Il, mit (3.4)

Beweis
Existenz:
Die durch
. i r—t
Y (j=0,...,n): zj(z)zl‘[( —*
t=0 tj Iy

k#j
definierten Funktionen [, sind offensichtlich Polynome in II, (sogenannte Lagrange-
Polynome). Fir diese gilt:

- o , 1 firi=j

YV (i=0,...,n): ¥ (j=0,...,n): 0 fiir i%
[Damit wirken diese Lagrange-Polynome als ,.Selektoren® fiir eine bestimmte Stiitzstelle. An
allen Stitzstellen, die nicht der durch i ausgewéhlten entsprechen, ist das Polynom O und
wahlt damit die Werte dieser Stiitzstellen nicht aus. An der Stiitzstelle #; ist es 1 und wahlt
damit den Wert dieser Stitzstelle aus. Es liefert idealerweise ein Mal3 dafiir, wie stark die
Auswahl mit den einzelnen Stiitzstellen korreliert. Leider - das werden wir noch sehen - gilt
das nur fiir Stitzstellen selbst, jedoch nicht fiir den Bereich zwischen den Stiitzstellen.]

lj(ti):(sij:

Damit gentigt p, definiert durch
p(O=2[f1,(1)]

j=0
den geforderten Eigenschaften.
Eindeutigkeit:

Seien p, p,€Il, mit v(i:O)""n)"(p1<ti)=p2(ti):fi)~
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3 Interpolation 3.1 Polynom-Interpolation

Dann gilt:

V (i=0,....n):((p,= p,)(1,)=0]

das heiBt: das Polynom p,—p,€II, besitzt die n+1 Nullstellen ¢;(i=0,...,n). Ein
Polynom vom Grad hochstens n mit mindesten n+1 Nullstellen muss aber das
Nullpolynom sein, das heiBt: p,—p,=0 bzw. p,=p,.

Zur Klausur:
Es diirfen keine programmierbaren Taschenrechner benutzt werden.
Es darf jegliche Literatur auf Papier (incl. Skripte und Ubungsaufgaben) in unbeschrankter
Menge mitgebracht werden.

Datum: 11.12.2002

Interpolations-Problem
Gegeben sei
Punkte des Graphen: V (i=0,..., n):((t,. f))]
beliebige Funktionen: ¥ (j=0,..., n):(d)j: IR——>IR) )
Gesucht sei  x; mit > (xj-qu(ti):fi)
Jj=0

Skalierungsfaktoren (fiir jede der beliebigen Funktion einen), der das ,,Gesamtbild
der Funktionen® (die Summe der skalierten Funktionen) so hinbekommt, dass sie
durch die Punkte des Graphen gehen.

Dieses Problem ist aquivalent mit dem Problem:

A-x=b
b:(bi> , b=/
Polynominterpolation:

Gesucht sei ein Polynom p€I1, mit:
p(t)=/f,; [Der Graph des Polynoms geht durch die bekannten Punkte]

n

p(t)=2( Sl j(t)) [An jeder Stiitzststelle werde der Funktionswert nur fiir diese

=0
Stiitzstelle ausgewahlt. Zwischen den Stiitzstellen gelte die ,,Selektivitat® des Lagrange-
Polynoms fiir jede Stiitzstelle.]

nt—t,
wobei lj(t):g t—t, [Lagrange-Polynom, siehe oben]
= J
k)

Um (3.4) in die Form (3.1) zu bringen, miissen wir in II, eine Basis auswahlen. Von dieser
Wahl wird der Aufwand, die Matrix a zu berechnen und das zugehoérige Gleichungssystem zu
losen, abhangen. Dariiber hinaus ist es wichtig, die zugehorige Darstellung (3.2) des
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3 Interpolation 3.1 Polynom-Interpolation

Interpolationspolynoms effizient auswerten zu kénnen.

Beispiel 3.2
Mogliche Basen sind z.B.:
1. Lagrange-Basis:
¢, (t)=1,(1), A=(lj(ti))=(5ij)=I=Einheitsrnatrix
2. Monom-Basis:
¢ j(t):tj , A=(tl.j ) (sogenannte Vandermonde-Matrix)
3. Newton-Basis:

¢j<z>=wj<z>=jjo(r—zk), A=(wj<zi>)=(§(ri—zk))

(Dies ist eine untere Dreiecksmatrix wegen V(i<j):(w j(t,-)=0) , weil in diesen Fallen der
Faktor Z,—t,=0 im Produkt auftritt.)

Lemma 3.3

Gegeben seien V (i=0,...,n):(t,, f,€R| mit ¥ (i#/):[t,#1,).
Bezeichnet ~ V|(I€(0,...,n)|: Y (k€0,...,n~1]):[P(t,(t,,....t,,,) €I, das eindeutig

bestimmte Interpolationspolynom zu den Knoten f,...,f;,, [/ ist die Lédnge der Teilliste der
Stitzstellen, k ist die Nummer der ersten betrachteten Stiitzstelle], so gilt:

(3.5) P(t’(tk"”’tkﬂ)):(tk_t)'P(t’(tlwl’""tk+l>)_(tk+l_t)'P(t’(tkl""thrlfl))

L= lis

Beweis

Bezeichnet  Q(¢) die rechte Seite wvon (3.5), so git Q€Ill, wegen
Pt (Eprss b)) P (L ) )EIT
Fur i=k+1,...,k+1—1 (also die Mitte der Teilliste der Stiitzstellen) ist

(tk_ti)’fi_(tk+l_ti)'fi

Q(ti): :fi
Il
aulBerdem
__(tkﬂ_tk)'fk_ -0
Qlt k)—T— S (der Anfang der Teilliste)
k k+1
t —t .
Q(tk+,)=%=fk+, (das Ende der Teilliste)
k k+1
also
Q(t)=P(t,(ty,.... 1)) (fir die gesamte Teilliste)

Algorithmus 3.4: Verfahren von Aitken|Neville

Schreibt man (3.5) in der Form
P(t,(ty,... t,)

36 o
( ) =P(t1(tk""’tk+l_1))_t :

'(P(t,(tk;~-~’tk+l—1)_P(t:(tk+1J""tk+1))))

k1 Lk
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3 Interpolation 3.1 Polynom-Interpolation

so ergibt sich der folgende Algorithmus zur Berechnung von P(t,(¢,,...,¢,)) fiir gegebene
telR:

(3.7)

Setze Y (k=0,...,n):(P; o= [
Schleife 1=1,...,n
Far k=0,...,n—1:
Setze Pkl Pk 1—1_—'(Pk,1—1_Pk+1,1—1)

Das Ergebnis steht dann in P;,. Die Berechnung kann auf einem Vektor V ausgefiihrt
werden, indem man P, ; nach V,,; schreibt und die innere Schleife Giber k riickwarts laufen
lasst.

Der Aufwand in (3.7) betragt m erster Naherung:

z =2- z [I)=n" (Multiplikationen | Divisionen)
=1
Beispiel 3.5
Zu n=3 seien folgende Daten gegeben:
i= 012 3
= -1 01 2

fi=P.,= -2-1219
Fir t=—-2 liefert Algorithmus 3.4

P0,1:Po,o_g'(\Po,o_Pl,o):(_z)_w'((_z)_(_l)):_3

entsprechend P,,=—7, P,,=—49 . Weiterhin ist

_p _I7h, _(_ay_(=2)=(=1) o
Pop=Py, == Po = P|=(=3)= 5 (=3)=(=7)=—1
entsprechend P,,=35, sowie
_p Ty 52D gy s
P0,3_Po,2 t,—1, (Po,z P1,2)_( 1) 2—(—1) (( 1) 35)_ 13

Will man das Interpolationspolynom o6fters auswerten, so verwendet man die Newton-Basis.

Definition 3.6 (dividierte Differenzen)

Die sogenannte dividierten Defferenzen sind rekursiv definiert durch
a. V(k=0,...,n):((dividierte Differenz an der Stelle ¢, der Funktion f)=f[t,|=f,]

f[tk’""lk+171]_f[tk+1""’tk+l]

L=t

(3.8)

b. V(I=1,...,n): ¥ (k=0,....,n=1):| flt,,.... t,,,]=
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3 Interpolation 3.1 Polynom-Interpolation

Lemma 3.7
Fur k=0,...,n—1I, I=1,...,n gilt:
(t:(tk""’tk+l)):
(3.9) Sl )+ fle b +1](t—t )+ flt bt (t—t)(t—1,)+...
Lt (=) ot =1y,
Beweis:
Wegen

P<Z)(tk’""tk+l>)=P(t:(tk’""Zk+l—1))+f[tk)"')tk+l]'((t_tk)""'(t_thrlfl))
geniigt es zu zeigen, dass f|t;,...,t;.;] der Koeffizient der hochsten Potenz von ¢ (némlich
¢') ist. Die Behauptung ist trivial fiir /=0. Sei nun />1. Nach Induktionsvoraussetzung ist
Sfltiirs--itir]  der Keffizient der hochsten Potenz von ¢ in P(t,(ti.0,-- 1),
entsprechend f[¢;,...,t;.,_,] derin P(¢,(¢,,....t,,_,)) . Wegen (3.5) ist dann der héchste
Koeffizient von t in P(t,(t,1,....t.;)) gegeben durch
ety f[tk’m’tkﬂil]=f[tk,...,tk+,]

lk_thrl

Letzteres wegen (3.8).b.
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3 Interpolation 3.1 Polynom-Interpolation
Datum: 18.12.2002

[...nicht besucht..., kopiert von Matthias Quasthoff]

Algorithmus 3.8
Der folgende Algorithmus berechnet die dividierten Differenzen fiir P(t,(t,,....t,)) :
Setze Y (k=0,...,n):[D, o= f})
Schleife 1=1,...,n:
(3.10) Y (k=0,...,n-1):
Setze D, =

Dk,z I_Dk+1,l

tk_thrl

Benotigt werden die Werte V(IZO,---,n)-‘(DoJ:f[fo,---,I,]) . Entsprechend Algorithmus 3.4

kann man D,; nach V,,, speichern, um mit einem Vektor auszukommen. Dabei ist die
innere Schleife k riickwarts zu durchlaufen.

Der Aufwand in (3.10) betragt in erster Naherung

D (n—1]= L .+* Divisionen.
=1 2

Algorithmus 3.9 (Horner-Schema)

Naives Vorgehen bei der Auswertung eines Polynoms

(3.11) p(t)=a,+a, t+a,t’+...+a, " '+a, t"

in der Darstellung beziiglich der Monom-Basis fiihrt auf den Algorithmus
Setze s=a,, r=1
Schleife i=1,...,n:

(3.12) Setze r=r-t, S=s+a;r

Setze p(t)=s

wobei 2-n Multiplikationen benétigt werden. Schreibt man (3.11) stattdessen in der Form

(3.13) p(t)=a,+t-(a,+t-(a,+...+t-(a, +t-a,)...)
so erhalt man das folgende Horner-Schema

Setze s=a,

Schleife i=1,...,n:
(3.14) Setze s=s-t+a,_;

Setze p(t)=s

welches nur noch n Multiplikationen benotigt.
[Beispiel
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3 Interpolation 3.1 Polynom-Interpolation

11 21

Sei pl(t)= —?t 5 ‘t+3=a,t’+a,;t' +a,t". Wenn man nun p(t) fir t=—1 auswerten
mochte, dann ist
5=
2 2
11 21| 11 21 32
51232.t_alz—?.(_1)_(—7):7+7:7:16

Entsprechendes Vorgehen fiir
(3'15) p(t)zVo'(lH‘V1'((Z_to))+Vz'((t_to)'(t_tl))+--~+v
liefert das modifizierte Horner-Schema

n' (t_to)’(t_t1)'~--'(t_tn—1))

Setze s=V,
Schleife i=1,...,n:

(3.16) Setze s=s(t—t, )+V, .
Setze p(t)=

Algorithmus 3.10

Fir die Daten aus Beispiel 3.5 erhdlt man mit Algorithmus 3.8, ausgehend von
v(i)-'(Di,ozfi)i
DOO_DI,O (—2)_(_1) —1

D, ,=— = =—=1 i D,,=3 D, =17
o1 f—1, —1)-0 1 sowie entsprechend D,,=3, D,, )

Weiterhin ist
:DO,I_DI,IZ 1-3
-1, (1)1

=1 sowie entsprechend D,,=7

sowie
D :DO,Z_D1,2: 1-7 )
® o t—t,  (—1)-2

Zur Vereinfachung der Handrechnung kann man auch das Schema

2
®

2 19
verwenden. Fir t=—2 liefert das modifizierte Horner-Schema dann
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3 Interpolation 3.1 Polynom-Interpolation

s=V,=2
i=1: s=s(t—t,)+V,=2:(-2-1)+1=-5
i=2: s=s-(t—t,)+V,==5-(-2—-0)+1=11
i=3: s=s(t—1,)+V,=11-(=2—(=1))+(-2)=—13
beziehungsweise als Rechenschema
2 10 -1 ¢
4 -3 -2 -1 t—t,

211 -2V,

-6 10 -11
2 -5 11 -13

Es bleibt die Frage, wie gut ein Interpolationspolynom festgelegt durch
(3.17)  V(i=0,...,n):(p(t,)=f(t,), peIl,)
eine gegebene Funktion f approximiert.

Satz 3.11
Sei t€R und f:I—R n+1-mal stetig differenzierbar, wobei I das kleinste Interval mit

t,t,,....t,€I sei. Dann gibt es ein TEI mit

618 7(0-pO-L— @), wio)=TT [,

(n+1)! 20

Beweis

Wegen V(i=0,---,n)i((p(f[)=f(l,-))/\(W(t,-)=0)) ist die Behauptung richtig fiir die Wahl
V(l'=0,...,n).'(l_f=ti)_ Sei also im folgenden V(i=0,...,n).'(f¢ti). Dann ist w(f)#0 und es
gibt ein C€R mit

£ (@)= p(D)-Cw(i)=0 _
Damit besitzt die Funktion g=f—p—C-w in [ die n+2 Nullstellen 7,%,,...,t,. Nach dem
Satz von Rolle besitzt ¢ dann mindestens n+1 Nullstellen in 7, entsprechend g mindestens
n Nullstellen usw. Also besitzt (ng)' (die n+1 te Ableitung von g ) mindestens eine Nullstelle

tel.Wegen p(n+1)=0 gilt dafiir

(n+1)- (n+1)-
g (1)= f (1)=Cn+1)1=0
das heil3t

Bemerkung 3.12

Fir groBere n besitzen Lagrange-Polynome [; zwischen den Stiitzstellen #; zum Tell
Funktionswerte von sehr groBem Betrag. Damit kann der Interpolationsfehler (3.18) sehr grof3
werden.
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3 Interpolation 3.1 Polynom-Interpolation

[Berechnung von Lagrange-Polynomen

n

X=L(x)=fyLo(x)+ f1 L (x)+ fyrLy(x)+...4 f,-L,(x)=D_ | fiL,(x)| wobei

i=0

(Lagrange-Polynom)

Beispiel

Flr gegebene X, x;, X, ist:

X=X, X—X,

X—X X—X
Lo(x)— = = :

Ly(x)=

X=X, X—X,

Lz(x)_

)
X=Xy X=X, X=Xy X=X,

b
Xo—Xy Xo—X,

Seien nun beispielsweise x,=0, x,=1, x,=2  y,=3  y,=8  y,=2.Dann ist
1

e
T e
i e
Damit ist

X=L(x)=foLo(x)+f-L(x)+fyLy(x)
23%(x—D(x—2H8(—x(x—2»+2%x(x—D

=2 (x=1)-(x=2)=8-x-(x=2)+x-(x—1)

(xX°=2:x—x+2)=8x’+16-x+x"—x

W R[W N

-x2—3~x—;—x+3—8-x2+16~x+x2—x

=—5,5-x"+10,5-x+3
]

3.2 Spline-Interpolation

Um Effekte der Polynom-Interpolation bei groBerem Grad n wie in Bemerkung 3.12
angedeutet zu vermeiden, kann man versuchen, Polynome geringeren Grades stlickweise zu
hinreichend glatten Funktionen zusammenftigen. Man nennt solche Funktionen Splines.

Definition 3.12 (kubische Splines)

Gegeben sei eine Unterteilung
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3 Interpolation 3.2 Spline-Interpolation

(3.19) a=t,<t,<...<t,=b

des Intervalls |a,b|. Eine Funktion s:|a,b|—R heiBt (zu (3.19) gehériger) kubischer Spline,
wenn sECZ([a,b],IR) und s|[ti,t,-+1} (Die Funktion s mit auf [ti,tHJ eingeschrankten
Definitionsbereich) fir jedes i=0,...,n—1 auf [li,tHJ mit einem kubischen Polynom
Uibereinstimmt.

Satz 3.14

Gegeben seien ¢, f,€R, i=0,...,n mit V(i#j):(t,#t;) .
Fordert manneben den Interpolatlonsbedmgungen

(3.20) V(iZO,...,n):(s(t,.):fl.)

noch eine der drei Bedingungen

a. &I‘(ZO)ZQ , i(tn)zq (nattrlicher Spline)
(3.21) b. $(t)=rf,, $(t,)=f, mit f,,f,€ER (eingespannter Spline)
c. 5(t,)=3(t,), 3(t))=5(t,) (periodischer Spline)

so ist dadurch genau ein kubischer Spline festgelegt.

Im folgenden betrachten wir nur nattirliche Splines, das heiBt (3.20) mit (3.21.a).
Zur Konstruktion von s setzen wir
(3.22) Y (i=0,...,n—1):(h=t,, —t,]
und machen auf {li, IM] den Ansatz
1 2 1 3

(323) sl(t) al+bl(t tl)+2 Ci (t tl) +6 dl (t tl)

5i=5|[ti: ti+1] (v(te[ti’ ti+1”-'(5i(t)
Zu erfiillen sind die Bedingungen

a. V0i=0,...,n—1]:(s,(t)=f,

I
97
—_
~
N
N

V(izO,...,n—l):(s[(tiﬂ):fi“)

)
b. VIi=0,...,n— 2)'($i(ti+1> Sz+1([i+1))
(3.24) C. (ZZOa n_z)‘.(gi(li+1):S["+1(t[+l>)
d. o(to =0 ( n)zo
wobei
3.25) $,(1)=b+c (t—t)+=d (t—t,)

Aus (3.24.a) ergibt sich sofort

(3.26) Y (i=0,...,n—1):(a,= f}]

und aus (3.24.c)

(3.27) V (i=0,...,n=2):(c,.,=c,+dh,
oder (mit ¢,=c¢,=0 entsprechend (3.24.d))

(3.28) V(i=0,...,n—1);(di=ﬂ)
Damit folgt aus (3.24.a)
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3 Interpolation 3.2 Spline-Interpolation

V (i=0,...,n—1):
T SRR S
(3.29) ' h; 277 6 !
_ Sin=JSi 2citcin .
h, 6 '

und alle GréBen sind in den Unbekannten ¢; ausgedriickt.
Aus (3.24.b) ergibt sich nun

(3.30) V(i=1,...,n—l):(bl:bi_l+ci_1-h1._1+%-di_1-hl._12

beziehungsweise

Sin—Sfi 2:¢tcy, Si=Sfio 2:¢i—¢ 1 ¢i—¢, 2
— h.= — ‘he 4+c. ch +—- h.
(331) h1 6 i hi71 6 i—1 Cl—l i—1 6 hi71 i—1
oder
. h h +h h, Fomfo Fimfo
v =1.... ~1): i—-1 o+ i—1 i A_{__z_ R i+1 i Ji i—1
(3'32) (l > s ) ( 6 Cl*l 3 Cl 6 Cl+1 hl- hl-_l

Zusammen mit ¢,=¢,=0 erhalt man also fiir die Berechnung der V (i=1,...,n—1):(c,| ein
lineares Gleichungssystem mit symmetrischer tridiagonaler Koeffizientenmatrix. Aus der GroBBe
der Eintrage kann man schlieBen, dass diese positiv-definit und damit nichtsingulér ist.

Damit erhalt man aus (3.32) eine eindeutige Lésung V(i =1,...,n—1).'(cl.) . Die Beziehungen
(3.26), (3.28) und (3.29) liefern dann eine vollstandige Darstellung (3.23) des gesuchten
Splines s.

4 Differentiation

Zu gegebenem feC'(la,b|,R| und i€la,b| ist der Wert f(7) zu bestimmen. Darf man als
Daten nur Funktionswerte von f verwenden, so ist dieses Problem schlecht gestellt.

Beispiel 4.1

Sei f:R—IR gegeben durch
f(t)=tanh(c-t) [Grafik: Skizze des Graghen von tanh(t)]
mit ¢>0. Wegen

f(t)z(cosh(c-t))z
gilt fir 7=0:
flt)=c

Das heil@t: obwohl

Y (teR):(|f(1)<1]
gilt, kann |f(7) beliebig groB werden.
Trotz der Schlechtgestelltheit des Problems werden in manchen Situationen numerische
Verfahren zur Differentiation verwendet. Man muss dann besonders auf die Auswirkung von
Rundungsfehlern achten.
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4 Differentiation 4.1 Differenzenverfahren

4.1 Differenzenverfahren

Die Idee bei dem Differenzenverfahren ist, die gegebene Funktion durch ein
Interpolationspolynom p zu ersetzen und p(f) als Approxmation an f(Z) zu verwenden.

(Dieser Vorgang heif3t Diskretisierung, da eine Funktion, die womaoglich nur durch unendlich
viele Koeffizienten beschrieben werden kann, umgewandelt wird in eine Funktion (namlich ein
Polynom), die mit e ndlich vielen Koeffizienten auskommt. Der Fehler, der durch die
Annaherung durch ein Polynom an eine beliebige Funktion entsteht, heil3t
Diskretisierungsfehler.).

Da man dabe ein Element eines unendlichdimensnalen Vektorraums durch ein Element eines
endlichdimensionalen Vektorraums ersetzt, spricht man von Diskretisierung.

mit fj:f(tj) . Es gilt dann

) ) B n 1 . n t—tk
42 pl=X(r0), =2 g(r-—tk)

Interpoliert man f in den Stellen V(O,...,

(4.1) p(t)= Z(fj 1,(1)) (

j=0

n):(t;] , so erhalt man das Polynom
—t,

Typischerweise wahlt man das Gitter aquidistant, das heiBt: Y (i=0,...,n):(t,=t,+i-k| mit
einer Schrittweite >0 und so, dass ¢ ein Gitterpunkt ist.

Beispiel 4.2
Fir n=1 und {,=t, t,=t+h erhalt man aus
. 1 1 f1_f0
plt)=/y ty—t, S t,—t, h
die Approximation
- t+h)— f(t
@3 plo= LS

das heifdt, man hat gerade die Grenzwertbildung bei der Definition der Ableitung riickgéngig
gemacht.
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4 Differentiation 4.1 Differenzenverfahren
Datum: 08.01.2002

[...zu spat gekommen, von Dominic abgeschrieben...]
Fir n=2 und f{,=f—h, t,=t, t,=t+h erhalt man aus

t,—t t.—t t,—t t.—t
plt)=fo| 2Ty g | L AT L AT
tO_tl Zo_tz to_tz tO_tl l1_to tl_tz tl_tz Z1_10
fz'(z 1z '?:?th 11 ?:io)
27 bo 274 27 h faT b
—1 1 1 1
— SJ—14 ===+ o —
Beweis

Wegen V(iZO,...,n).'((p(ti)Zf(t,-))/\(W(ti)zo)) ist die Behauptung richtig fiir die Wahl
V (i=0,...,n):(t=t;] . Sei also im folgenden ¥ (i=0,...,n):(t#t,|. Dann ist w(7)#0 und es
gibt ein C€R mit

f(t)=p(t)-C-w(i)=0 )
Damit besitzt die Funktion g=f—p—C-w in I die n+2 Nullstellen ¢,¢,,....1, .

Nach dem Satz von Rolle besitzt ¢ dann mindestens n+1 Nullstellen in 7, entsprechend g

mindestens n Nullstellen usw. Also besitzt (n;)' [n+1 te Ableitung von g] mindestens eine

Nullstelle
[...]

Fir h—0 nehmen also die Rundungsfehler z. Man darf demnach % weder zu gro@ noch zu
klein wéahlen. Eine mogliche Wahl fiir (4.3) ist

(4.6)  h=Veps]|f()

Gilt f(f)~1, so unterscheiden sich f(f) und f(f+h) in etwa auf der zweiten Halfte der
Mantisse. Die erste Haélfte wird durch Ausléschung zugunsten des Diskretisierungsfehlers
geopfert.

4.2 Symbolisches|automatisches Differenzieren

Jede auf einem Rechner implementierte Funktion f besteht aus einer endlichen Komposition
von Elementaroperationen. Die Ableitung einer Elementaroperation setzt sich aber wieder aus
einer endlichen Zahl von Elementaroperation zusammen. Man kann also mit einem Programm
zur Berechnung von f(x) jede auftretende Variable als Funktion von x auffassen. Fiihrt man
fir jede Variable eine neue Variable fir den Ableitungswert ein, so erhalt man ein Programm
zur Berechnung von f'(x), indem man vor jede Zuweisung eine entsprechende abgeleitete
Zuweisung setzt, sogenanntes symbolisches Differenzieren.

In einer Programmiersprache, in der man wie etwa in C++ Operatoren tiberladen kann, kann
man auch einen Variablentyp definieren, der aus dem urspriinglichen Wert und dem
Ableitungswert besteht, und dazu alle Elementaroperationen derart tiberladen, dass neben den
iblichen Berechnungen mit Hilfe der Ableitungsregeln der Wert der Ableitung berechnet wird,
sogenanntes automatisches Differenzieren.
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5. Integration 5. Integration

5. Integration
Sei a<b und f€X=C([a,b},IR) . Zu bestimmen ist

b

(6.1)  1()=]If(0)al]
das hei3t: wir betrachten die Ableitung
b

(5.2) [:X-X, fo[f(t)dt)
Fir diese gilt

I(f,)=1(,)= 2 2 Sfilt)d
52 (/)11 f [ £2(0) )‘ [RVAURYAGI

<(b—a) max(lfz I f1(1)])= <b—a>-\|f2—flux

t€la,

das hei3t: die Kondition (bezliglich des absoluten Fehlers) wird beschrieben durch k=b—a .

5.1 Newton-Cotes-Formeln

Wie bei der Differentiation kann das obige Problem mittels Polynom-Interpolation diskretisiert
werden.

Ausgehend von

(5.4) a<t,<t,<...<t,<b

und Daten Y (i=0,...,n):((¢,, f,) mit f,=f(t;)] erhalt man ein Interpolationspolynom p€Il,

Integration liefert
b

(5.5) f p(t)at)=] 13

a

mit sogenarmten Gewichten

b
(5.6) V(j=0,...,n): bJ:Z(lj(t)dt))
Damit hat man eine Naherungsformel der Form

(5.7) 1(f>~i(b,~f<fj>)

j=0
fir das Integral (5.1) erhalten. Man nennt Naherungsformeln zur Integration auch
Quadraturformeln.

a5 a5 10,1

j=0

Bemerkung 5.1

Per Konstruktion sind die Quadraturformeln (5.7) mit (5.6) exakt fiir alle Polynome p€Il, ,
das heil3t:

(5.8) Y (pell,):

1(p)=i(bj-p(t,»)))

j=0
Wahlt man als Basis in II, die Monom-Basis, so erfiillen die b; die Beziehung

(5.9) V(l':()’__.’n).. Z(bj'tji):f (tidt):l,_i_%'<biﬂ—a”1))
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5. Integration 5.1 Newton-Cotes-Formeln

Die b; gentgen also einem linearen Gleichungssystem mit einer nichtsinguléren
Vandermonde-Matrix als Koeffizientenmatrix.

Newton|Cotes-Formeln

(5.4) a=t,<t,<...<t,<b, f,=f(t)

65157 1(/)=[f(0di)~] [ple)de=X (b1
(5.6) %=fﬂxﬂd¢lxﬂ=Fw::?)

(5.9) V(z':o,...,n);Z(bj-zj"):%-(b’“ ’”))

Definition 5.2

Ist eine Quadraturformel exakt fiir alle p€IIl, , aber nicht exakt fir ein p€ll, ., , so heilt

n+1 die Ordnung der Quadraturformel.

m»

Nach Bemerkung 5.1 haben also die Quadraturformeln (5.7) mit (5.6) mindestens die
Ordnung n+1.

Satz 5.3

Sei feC "“([a,b},lR). (Sei f eine mindestens n+1 mal differenzierbare Funktion.) Dann gilt
far (5.7) mit (5.6)

(5.10) Diskretisierungsfehler=|1( f)—1I(p)|<C-H""

wobei H=b—1 und C>0 unabhangigvon H

Beweis
Mit (3.18) erhalt man

b

max (| £ (¢)|

_1).t€la,b _ v, ppnt2
<(b-1) o H

S (@)

(n+1)!

- (t)dt

11(f)=1(p)=

Jlf()=p(2)

Sei das Gitter im folgenden aquidistant gemal3

(5.11) V(izO,...,n):(Ii:a—i-i-h mit h:b;a
Dann gilt mit t=a+s-h:
e =1 ol [ s—k
c12 b=l || |=n [ T[S fds|=hw,
a |k=0 15" "k 0 | k=0\J
k#j k#j

Die so erhaltenen Quadraturformeln heifden Newton | Cotes-Formeln. Diese sind symmetrisch
im folgenden Sinn:
vergleiche Ubungen
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5. Integration 5.1 Newton-Cotes-Formeln

Definition 5.4

Eine Quadraturformel (5.7) hei3t symmetrisch, wenn gilt
(5.13) V(j=0,...,n):(t,_=(a+b)—t,, b,_;=b,
Lemma 5.5

Gegeben sei eine symmetrische Quadraturformel (5.6) mit mindestens ungerader Ordnung
m+1 . Dann hat diese mindestens die Ordnung m+2

Beweis

Nach Voraussetzung ist die Quadraturformel exakt fiir alle Polynome p€ll, .
Setzt man speziell

a—l—b m+1
t)=|t-
p(1) 5
so gilt
b
J (p(t)at|~0
i .. atb o
da p bezuglich der Intervallmitte > punktsymmetrisch ist.
Auf der anderen Seite gilt
N a+b|""| 1< a+b|"" a+b|""
b.-t— =— b.t— +b, .|t _.— =0
j;) J J 2 2 120 J ( J 2 n—j\ n—j 2

Also wird dieses spezielle p€ll,., vom exakten Grad m+1 ebenfalls von der
Quadraturformel exakt integriert. Wegen der Linearitat von Integral und Quadraturformel ist
diese dann fur alle p€ll, ., exakt.

Damit ist gezeigt, dass symmetrische Quadraturformeln immere eine gerade Ordnung besitzen.

Beispiel 5.6: Newton|Cotes-Formeln

Fir n=1 gilt
[ £ |1 1 1

00:—{((3—1)613):— 5 = 0;{(3(13)25

und man erhélt die sogenannte Trapezregel
b_

(14 I(N)="5 S (a)+ /(b))
mit der Ordnung 2.
Fir n=2 gilt:
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5. Integration 5.1 Newton-Cotes-Formeln

2 2
_((szLs=2 4oL 1l 11812 ,)_1
00—{ 0—1 O_2ds) 2{((3 3s+2)ds) 2(3 2+4 3
2 2
(520522 4 ) [ ([s2— __(8_8|_4
01—{(1_ - ds) {((s 2$)ds) (3 2) 3
2 2
_((5=0.s=1 5 0L (e 18 _4)_1
02_{ =021 % 2{((3 slas| 213 2) 3
und man erhalt die sogenannte Simpson-Regel
615 1)~ flalvas “;b +f(bJ)

mit der Ordnung 4, vergleiche Lemma 5.5

Zur Verkleinerung des Diskretisierungsfehlers kann man vorab das Intervall [a,b| unterteilen
und die Quadraturformel auf Teilintervalle anwenden. Man spricht von summierten
Quadraturformeln.

Wahlt man die Unterteilungspunkte

(5.16) Y (k=0,... N)t,=a+k-H]|, H=""1

so interpoliert man im Fall der Newton|Cotes-Formeln den Integranden f auf jedem
Teilintervall [t ol k+1] in den Punkten

. . H b—a
. V :0,..., N t :t + h s h:—:
(5.17) (1=0,....n): [ty =t +ioh), b= =B
Bezeichnet py das Interpolationspolynom auf [tk,l,m] und /; die Integration tiber {tk,lkﬂ],

so hat die summierte Formel die Form

(518)  I(f)~Y (1.(p,)]

k=0
Satz 5.7
Sei f€C""'(la,b|,R|. Dann gilt fiir die summierten Newton | Cotes-Formeln
(5.19) |I(f)—Diskretisierungsfehler|=‘I(f)—Nz1 (Ik(pk)) <C-n"!
k=0

mit C>0 unabhéngig von # .

5.2 Gitteranpassung

Um die Genauigkeit einer Quadraturformel zu erhéhen, kann man die Intervalle verkleinern,
auf die man sie anwendet. Fir die Effizienz (gemessen etwa durch die Anzahl der
Funktionsauswertungen) und Genauigkeit (abhangig etwa wvon der Anzahl der zu
summierenden Teilintervalle) sollte die Lange der Teilintervalle an den jeweiligen
Funktionsverlauf angepasst werden. Man spricht von Gitteranpassung oder auch
Schrittweitensteuerung.

Datum: 17.01.2002
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5. Integration 5.2 Gitteranpassung

Ausgehend davon, dass man Integration von a bis zu einem Punkt ¢,€(a,b) bereits
durchgeftihrt hat, mochte man ein in irgendeiner Weise passendes 1,,, flir das nachste
Teilintervall wahlen. Sei dazu

(5.20) a=t,<t,<...<t,<b

mit

(5.21) h,=t,—t,_,

und
tk

(522) 1= [r(t)at)

tk*l

Weiter bezeichen 1 « das Ergebnis einer Quadraturformel der Ordnung ¢ und 1 ; das
Ergebnis einer Quadraturformel mit einer Ordnung hoher als ¢, jeweils angewandt auf
[Z,H .t k] . In Anlehnung an (5.10) macht man die Annahme

(5.23) 1 (f)=T(F)~C-h{" X i

mit einer Konstanten C . AuBerdem sei I, wesentlich genauer als [, sodass die Annahme

(5.24) jk(f)mlk(f)
gerechtfertigt ist.

Wegen R R N
(5.25)  error=|I,(f)=T (SN~ (f)=T.(])
macht man die Modellannahme

(5.26) error=C-h!"'

Flr eine vorgegebene Toleranz foleranz (vorgegebener maximaler erlaubter Fehler) soll die
Bedingung

(5.27) error <toleranz

fir die Genauigkeit der Integration eingehalten werden.

,Fur die Effizienz ware es natlrlich wichtig, die Schrittweite maoglichst gro@ zu wahlen.
Deswegen sollte die Toleranz so grold wie gerade noch annehmbar gewahlt werden.“

Zu toleranz gehort eine optimale Schritweite a gemald

(5.28) toleranz=C-h*"'

Elimination von C liefert

(5.29) error __| Iy o
' toleranz | h

beziehungsweise

(5.39) h=h .tHW
. ‘ error

Dabei ist (5.27) aquivalent zu

(5.31) h=>h,

Diese Uberlegungen fithren zu folgender Strategie: Ist error>toleranz, so wird der
Integrationsschritt fiir [I,H,Zk] verworfen und mit #,=h wiederholt. Ist error<toleranz, so
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wird der Schritt akzeptiert.

I.(f) oder T (f) wird zum aktuellen Wert des Integrals addiert und der nachste Schritt wird
mit /,,,=h durchgefiihrt.

Um zu viele Ablehnungen von Schritten zu vermeiden, wird (5.30) typischerweise in etwas
konservativerer Form

(5.32) ﬁ=reducﬁon.hk.q+@
error +safety

verwendet. AuBerdem wird die Anderung der Schrittweite eingeschrankt durch die Forderung

h
(533) rmin<h_<rmax

k
Die Wahl der Konstanten reduction , safety sowie t,;,, "n ist von philosophischer Natur.
Eine mogliche Wahl ware
reduction=0.9, safety=eps, r,,,=0.2,r,,.=2.0
Strittig ist auch die Frage, ob man I,(f) oder 1 .(f) zur gewiinschten Approximation von |
(f) aufaddieren sollte. (Fir I,(f) hat man eine Fehlerschatzung, wobei allerdings

angenommen wurde, dass 1,(f) der genauere wert ist).

min

Algorithmus 5.16

Gegeben sei h,<b—a, t,=a, sowie toleranz>0
Setze K=1 sowie =0

Schleife tiber die erlaubte Anzahl von Versuchen:

Setze L=t Thy
Bestimme % entsprechend (5.32) und (5.33)

(5.34) Ist error>toleranz, so setze h,=h und mache die Schleife
weiter

Ist error<toleranz , so setze th:min{ﬁ,b—tk} L, I=1+1,(f).
Ist £,=b, dann hore auf.
Ansonsten mache die Schleife weiter mit k=k+1

Man beachte, dass man bei dieser Methode die Richtung (von a nach b) auszeichnet.

6. Nichtlineare Gleichungssysteme

Gesucht ist die Losung #] der Gleichung
(6.1) f(x")=0
wobei f:D—R" mit DS R" sei.

Ist f stetig differenzierbar und f'(x") nichtsingular, so besagt der Satz Uber die
Umkehrfunktion, dass f in einer Umgebung V von y*=0 eine Inverse f' besitzt.
Insbesondere ist x*=f"'(y*) in u=f"'(v) die einzige Nullstelle von f (Wohlgestelltheit des
Problems) und es gilt nach Abschnitt 1.3 fiir die differentielle Kondition
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6. Nichtlineare Gleichungssysteme 6. Nichtlineare Gleichungssysteme

-1

62 =l o=l )

6.1 Iterationsverfahren

Zur Losung von (6.1) gibt es im allgemeine keine Loésungsformel, das heiBBt: keine
geschlossene Darstellung der Umkehrfunktion. Stattdessen tberfiihrt man (6.1) in eine
sogenannte Fixpunktform

(6.3) x=@(x)
die zu (6.1) aquivalent ist, das heil3t
(6.4) £ (x")=0]e|x"=p(x")

Man nennt ein x* mit x"=¢(x") auch einen Fixpunkt von ¢ .

Die Fixpunktform (6.3) legt dann ein iteratives Vorgehen gemaf3
(6.5) x,,,=e(x,), velN,, x, gegeben
nahe mit der Hoffnung, dass dadurch eine Folge {Xv}vewo definiert wird, firr die x,—x" gilt.

Ein Problem (6.1) kann auf vielfaltige Weise in eine Fixpunktform (6.3) gebracht werden, von
denen nicht jede zum Ziel fiihrt.

Beispiel 6.1

Die Gleichung
e +x=0

besitzt eine eindeutige Losung x*, die bei zehnstelliger Rechnung gegeben ist durch
x"=-0.5671432904

(Das x* ist nicht in geschlossener Form (durch Elementaroperationen) darstellbar.)

Ausgehend von x,=—0.5 erhalt man fiir

p— X)’
X, ==

y+
z.B.
X,=—0.5675596343

wahrend flr
xv+l:10g (_xv)
die Iterierte x5 schon nicht mehr definiert ist.

,Es ist also grundsatzlich moglich, dass die Iteration an einer bestimmten Stelle nicht
weiter moglich ist. Wir sollten herausfinden, in welchen Fallen dies méglich ist.

»~Wenn aber eine lteration maoglich ist, dann konvergiert das X, zur gesuchten Losung.
Es entsteht also eine Folge, dessen Grenzwert die Losung ist. Jedoch kénnen wir auf dem
Rechner nicht eine unendliche Folge ausrechnen sondern miissen uns mit einem
sendlichen® Folgenglied begniigen. Dieses weicht aber moglicherweise von der Losung
ab. Diese Abweichung wird Abbrechfehler gennannt.

Man beachte, dass selbst im Fall x,—x" auf dem Rechner die Iteration irgendwann
abgebrochen werden muss und das letzte berechnete X, als x* akzeptiert werden muss. Der
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zugehorige Fehler x"—x, heiBt Abbrechfehler.

Satz 6.2: Banachscher Fixpunktsatz

Gegeben sei @:D—D mit DCSIR" abgeschlossen. (Dies ist eine ziemlich starke
Voraussetzung, dass die Funktion nicht etwa in IR" abbildet, sondern nur in die Teilmenge von
IR" , die auch zum Definitionsbereich gehért.)

Ist ¢ kontraktiv, also gilt:

(6.6) V(xl,xzeD):(”(p(xz)—(p(xl)H<L-||x2—x1||)

mit L<1 (also ist bei gegebenen Urbildern der Abstand der Bilder kleiner als der Abstand der
Urbilder, konvergieren somit zwei X, X, immer mehr zueinander), so ist durch (6.5) flir jedes
Xo€D eine Folge {X V}ve,No definiert, die gegen den einzigen Fixpunkt x* von ¢ konvergiert.

il

=

Insbesondere gilt:
a. V(veN,): (”x*—x

. <L-Hx*—x

(6.7)

*
X —X ||
v

b. V(velNO).-(\
und man spricht von linearer Konvergenz.

Beweis

Wegen @ (D)< D kénnen die lterierten D nicht verlassen.

Weiterhin gilt:

| X (xv)—<p(xv—9)H<L-||xv—xv,lH (Der Abstand zwischen den lterierten
verkirzt sich immer weiter)

und damit gilt induktiv:

S N e

v+1

Wegen
|x Xy iu-1 xv+u l_xv+u72+xv+u72_'"_xv+1+xv+l_va
S‘x Xy iu-1 X +1_va
<0y +LV“+L X=X
=L"(L"" +...+L+1)-Hx1+x0||
I
<L

ist ‘{XV}VE,NO eine Cauchy-Folge.
,Cauchy-Folge heifdt, dass wenn ich ein € vorgebe, einen Index finden kann, ab der die
Differenz zwischen den aufeinanderfolgenden Folgengliedern ab diesem Index garantiert

Kleiner als € ist.“

Da R" vollstandig ist, gibt es ein x*€R" mit x,—x" . Da V(V€|No)~'(XVED) und D
abgeschlossen ist, folgt x*€D .
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Wegen

¥ =@ ()= —x, e (x,) - (x)]

+L-Hxv—x*H—>0

N

X _xv+1

0 gelten, das heiBt: x =@ (x").

muss Hx*—<p(xv)

Sind x* und x** Fixpunkte von ¢, so gilt

|x**—x* :H<p(x**)—(p(x*)H<L-|x**—x*
beziehungsweise

(1—L)-‘x**—x* <0
oder

x** = x*||<0

Also gilt [|x**—x*||=0 beziehungsweise x**=x".
SchlieBlich ergibt sich aus (6.7.a) direkt aus (6.6) fir x,=x , x,=x" und (6.7.b) aus der

Abschatzung flir ‘ fir v—ooo .

xv+u_xv

Die Voraussetzung des Banachschen Fixpunktsatzes sind oft schwierig nachzuweisen. Bei dem
folgenden Satz ist es oft einfacher. Dafiir setzt er die Existenz eines Fixpunktes voraus.

Satz 6.3

Sei x*e€D ein Fixpunkt von ¢@:D—R", DZIR" offen. (Man beachte, dass hier nicht mehr
nur auf den Definitionsbereich abgebildet wird.)

Weiterhin sei ¢eC'(D,R") (¢ ist in der Menge der mindestens einmal stetig ableitbaren
Funktionen) und

(6.8) o (x")||<1

in einer Operatornorm.

Dann existiert eine Umgebung USD von x*, sodass |, (Die Funktion ¢ eingeschrankt
auf den Definitionsbereich U') die Vorraussetzung des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt.

Beweis

Sei 6:1—H(p*(x*)H. Wegen ¢eC'(D,R") und H(p'(x*)
sodass

=1-6<1 existiert ein €>0,

Faras

V|xeU=K (x")=|xeR"

x—x*||<e}): ||(p '(x)H<1—g

Damit folgt fir x,,x,€U in der zugehotrigen Vektornorm (jetzt benutze ich den Hauptsatz der
Integral- und Differenzialrechnung riickwarts, ich fasse ¢ als Stammfunktion auf)
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[0 ()= () |=] x5 ),

((P '(x1+5'(x2_x1))'<x2_x1)d3)

OQ)’—‘

1
S_f(”cp'(x1+s-(x2—x1))H~Hx1—x1Hds)
0
o)
< 1—2— -sz—xln
das heildt @], ist kontraktiv mit Lzl—%.

Wahlt man speziell x,=x" und x,=x€U , so liefert obige Ungleichung

* * 5 * *
o)==l (x) = (x| 15 Hle=e'lllle—x"[l<e
das heil3t
V(er):((p(x)EU)
beziehungsweise
@, U-U

Ist also ¢ stetig differenzierbar und gilt (6.8), so muss man nur X, hinreichend nahe bei x*
wahlen, um Konvergenz zu erzielen. Man spricht von lokaler Konvergenz. Dabei kann die
Bestimmung eines hinreichend guten Startwertes selbst ein schwieriges Problem sein.
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Datum: 29.01.2003

Beispiel 6.4

Fur Beispiel 6.1 mit ¢ (x)=—e" gilt bei der Wahl D=[-1.0,—0.1| wegen
®(-1.0)~—0.368 , @(—0.1)~—0.905
un der Monotonie von ¢, dass @ (D)SD .
Mit dem Mittelwertsatz (vergleiche Bemerkung 1.19) findet man als mogliches L in (6.6)
L=supll'(x)|= sup [e*]=e*'~0.905<1
x€D

x€[-1.0,-0.1
Nach dem Banachschen Fixpunktsatz existiert also ein eindeutiger Fixpunkt x* von ¢ in
|—1.0,—0.1].
Satz 6.3 ist ebenfalls anwendbar mit
I=|p'(x")|~0.567
Will mann x* auf 12 Dezimalen bestimmen, so liefert der Ansatz
L'=10—-12,

wenn man in (6.7b) einfach %-Hxl—x()H:l setzt,

-12
v:10g(10~ )N49
log|Z]
als Schatzung fir die notige Anzahl von Iterationsschritten. Tatsachlich ist x,, die erste

Iterierte, die auf 12 Dezimalstellen genau ist.

6.2 Intervallmethoden

Sei f:la,b|=R stetig und f(a) f(b)<0. Nach dem Zwischenwertsatz existiert dann ein
x*€la,b| mit f(x*)=0, Wahlt man c€la,b|, so kann man allein durch Priifen des
Vorzeichens von f(c) entscheiden, ob in |a,c| oder in |c,b| eine Nullstelle von f liegt.
Durch iteratives Vorgehen erhéalt man sfort ein mogliches Verfahren zur Bestimmung einer

Nullstelle von f. Wahlt man jeweils die Intervallmitte, das heil3t CZ%'(LH-I)) , SO spricht man

von Bisektion.

Algorithmus 6.5: Bisektion

Gegeben sei ay,=a, by=b mit f(a) f(b)<O0 und eine Toleranz toleranz>0 .
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Setze k=0
Schleife:

1
Setze Ck:E'(ak+bk)

Ist b,—a,<toleranz | so akzeptiere ¢, als Approximation an eine
Nullstelle von f und hére auf (stop).

Ist f(a,) f(c,)<O, so setze a,.,=a, und b,.,=¢;, andernfalls
setze @1 =C; und by, =b;.

Setze k=k+1 und beginne Schleife

Natirlich ist im Fall f(a,) - f(b,)=0 entweder @, oder b, Nullstelle und man kénnte sofort
abbrechen.

Satz 6.6

Ist f:la,b|=R stetigund f(a) f(b)<O0,so
[...abgewischt...]

und es gilt f(x")=0 mit der Abschatzung

k+1
(b—a/ (lineare Konvergenz)

611)  |x'—c/<[

Beispiel 6.7

Algorithmus 6.5 liefert angewandt auf das Problem aus Beispiel 6.1 mit a=—1, b=0 sowie
toleranz=10"" als Approximation an x* den Wert c, . Man benétigt also weniger
[terationen als in Beispiel 6.4. Aus der Forderung

1 k+1
~| b—al=10""
2
erhélt man als Schatzung flr die Anzahl der benétigten Iterationsschritte
—-12
— M —1~39
log 10.5]
Bemerkung 6.8: Regula falsi

Bei der Bisektion wird ¢ unabhangig von den Werten f(a) und f(b) gewéhlt. Eine
mogliche Wahl von ¢, die die Werte benutzt, ist die (eindeutige) Nullstelle der zugehérigen

Interpolierenden.
Aus
6120  plx)=LEL gy ia)

b—a
folgt mit p(c)=0 die Darstellung
b—a a-f(b)—b-f(a)
6.13 c=a—fl(a) =
613) N =@ fla—f (o)
Die sich durch iteratives Vorgehen entsprechend Algorithmus 6.5 ergebende Methode heil3t
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regula falsi. AulBerdem muss das Abbrechkriterium geéndert werden in
(ck—ak<toleranz)\/(bk—ck<toleranz)
da im allgemeinen b,—a,—0 .

Beispiel 6.9

Die regula falsi liefert mit leicher Ausgangssituation wie in Beispiel 6.7 als Approximation an
x* den Wert c¢;.

6.3 Sekantenverfahren

Sei f:D—R stetigmit DSIR offen. Zu gegebenen Werten a,b€D kann man auch ohne die
Bedingung f(a)-f(b)<0 die Nullstelle der linearen Interpolierenden berechnen, so lange
fla)#f(b) ist. Verwendetman in (6.13) stets die zwei aktuellesten Approximationen, so
erhalt man die iterative Methode

X, f(x,)=x, flx, )

(6.14) V(velN):|x , = T (Wobei X,, X, gegeben sind)
v v—1

das sogenannte Sekantenverfahren.

Wahrend man im letzten Abschnitt immer mit Intervallen arbeitete, die eine Nullstelle x*

enthielten, berechnet man hier wie bei den Iterationsverfahren aus Abschnitt 6.1 eine Folge

{levemo , falls man in D verbleibt und f(x,)#f(x,_,) fur alle veN gilt.

Satz 6.10

Sei x* eine Nullstelle von fECZ(D,IR), DcSR offen, mit f'(x")#0 . Dann definiert (6.14)
fur hinreichend gute Startdaten Xx,,Xx;€D mit Xx,#X, eine Folge {Xv}vewo mit X, —x",
Insbesondere gilt

(6.15) x—x |<C-K"

11++/5|~1.618 .

N | —

mit C>0, k€|0,1| und g=
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Datum: 31. Januar 2003

Im Vergleich zu (6.15) haben (6.7b) und (6.11) eine Schranke der Form C-K”.Da ¢" wegen
g>1 schneller wachst als v, konvertgiert die Schranke in (6.15) schneller gegen null fir
v — o . Man spricht von superlinearer Konvergenz.

Da die Startwerte hier auch hinreichend nahe an der gesuchten Lésung liegen miissen, liegt
wieder lokale Konvergenz vor.

Beispiel 6.11

Fiir das Problem aus Beispiel 6.1 erhalt man mit x,=—1, x,=0 die folgenden Werte:
x,=—0.572 181 412 091

x,=—0.567 102 080 172
x,=—0.567 143 327 950
x;=—0.567 143 290 410

,Die lineare Konvergenz ware, wenn nach jedem Schritt eine konstante Anzahl von Stellen
signifikant werden. Superlineare Konvergenz liegt dann vor, wenn die Anzahl der der
signifikanten Stellen schneller als linear wachst.

Man erkennt, dass man aufgrund der superlinearen Konvergenz desto mehr richtige Stellen
pro lterationsschritt gewinnt, je genauer die aktuelle Iterierte ist.

6.4 Newton-Verfahren

Statt die zu X,_,, X, gehorige Sekante zu verwendent, kann man bei differenzierbarem f
auch die zu X, gehorige Tangente verwenden. Diese ist gegeben durch

(6.16) p(x)=71"(x )(x=x,)+f(x,)

mit der Nullstelle

(6.17) X, =x,~[f"(x,)

f(x,)

Dies ist auch fiir Abbildungen f:D—IR", DSIR" durchfiihrbar.
Die Vorschrift (6.17) entspricht einem Ilterationsverfahren (6.5) mit

(6.18)  @(x)=x—{f"(x)] - f(x)

Wegen
@(x)=1-| (£ (x)]"] f<x>—(f'<x>)‘“f'<x>=—(%-(tf'<x>r‘) (%)
gilt hier:

(6.19) @'(x")=0 (in diesem Fall f(x*)=0)
[...durch Windows-Aufhéngen verpasst...]

Man nennt das durch (6.17) definierte Verfahren Newton-Verfahren.
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Satz 6.12
Sei feCl(D,IR"), DcR" offen, f'(x) nichtsingular ¥ (x€D) und

6200 Y (x,yeD):||l £ ()1 ()= r ()| <o ly—x]]
Weiter sei x*€D eine Losung von [...]

[...]

Beispiel 6.13
Fir das Problem aus Beispiel 6.1 ist
f(x)=e'+x, f'(x)=e"+1.
Das zugehorige Newton-Verfahren hat also die Form
e +x

X=X, 7%
e'+1
Ausgehend von x,=—0.5 erhalt man die folgenden Werte:
x,=—0.566311003197
x,=—0.567143165035
x,=—0.567143290410
Man erkennt die quadratische Konvergenz daran, dass sich die Anzahl der richtigen Stellen in

jedem Interationsschritt verdoppelt.

Bemerkung 6.14 (Table-Lookup-Verfahren zur Berechnung von +a)

Im folgenden soll eine Moglichkeit, wie man das Newton-Verfahren als Basis fiir die
Auswertung der Wurzelfunktion verwenden kann, behandelt werden. Offensichtlich besitzt
(6.23) f(x)=x—a mit a>0

die eindeutige positive Nullstelle x*=va .

Das zugehorige Newton-Verfahren kann auf die Form

1
624) %=y

gebracht werden.

Schreib man a in der Form

(6.25) a=m-2'

sosind m und r eindeutig festgelegt durch die Forderung

(6.26) me

a
x,+—
X

v

(Verfahren von Heron)

wobei r gerade ist

41
Es ist dann

6.27)  Jaem-2?

das heif3t: man kann sich auf a€

Fur (6.24) gilt

1
1 1| einschranken.
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xv+l_\/E:l. xv-'_i _\/E
2 X,
_ 1 2
(6.28) _2-_xv'(xv ~2-Va-x +a|
1 2
=72 1%Vl
das heit fiir x € %,1

6.29)  |x,~Va|<[jx,~Val|

(vergleiche: quadratische Konvergenz)
Betrachtet man nur die ersten k Bits von a, so erhalt man ein a€

(6.30) la—a|<2™"

Als Startwert verwendet man dann x0=\/5 , das man (etwa bis auf Maschinengenauigkeit) fest
abgespeichert hat (sogenannter Table-Lookup).

Beachtet man, dass

(6.31) Va—al|<|a—a
nach dem Mittelwertsatz, und wahlt man k& und v so, dass
(6.32) 2 <Neps
sogilt

2 _ 2 2 2
(6.33) |xv—\/5‘<(|x0—\/5|) =(|\/E—\/E|) <[|@a—al| <[27] <eps
Mit eps=2" ergibt sich aus (6.32)

!
k>
(6.34) >

Damit hat man fir /=53 (typische IEEE-Arithmetik) die Moglichkeiten
v 0 1 2 3 4 5

635 K 53 27 14 7 4 2

1
Z,ll mit

Datum: 05.02.2003

Dabei ist ein Speicherbedarf von etwa 2* FlieBkommazahlen zu beachten. Eine giinstige Wahl
scheint deshalb v=3, k=7 zu sein. Man beachte, dass (6.24) den Nachteil besitzt, eine
Division zu enthalten.

1
,Es gibt noch bessere Verfahren, die keine Division enthalten, aber E zurtickliefern. Dies ist

aber nicht schlimm, weil man dies mit a multiplizieren kann, um Va zu erhalten. Weiterhin
existieren Verfahren, die sogar kubisch statt quadratisch konvergieren. Diese beinhalten
allerdings schon Parallelisierungstechniken. *
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7. Eigenwertprobleme 7. Eigenwertprobleme

7. Eigenwertprobleme

Gegeben sei eine Matrix A€M (nXn,C) . Gesucht sind einzelne oder alle Eigenwerte von A,
das heil3t Werte A€C , fiir die

(7.1) 3(xele\[0]]]:[4-x=2-x]

gilt.

7.1 Kondition

Satz 7.1: Bauer|Fike

Seien A,E€M (nxn,C).Ist u Eigenwert von A+E und X_l«A-X=D=diag(2\1,...,An),so
gilt
(7.2) min (|/\i—u’)<cond2(X)-HEH2

i=1,..., n
Die Kondition des Eigenwertproblems wird also flir diagonalisierbare Matrizen beschrieben
durch
(7.3) k=cond,| X|
das heiBt durch die Kondition der Translationsmatrix X, die A diagonalisiert (und nicht
durch die Kondition von A selbst). , Dies ist ein groBer Unterschied, ob die Kondition von X
oder von A abhangt.“

Bemerkung 7.2
Ist A€M (nxn;C) hermitesch, das heiBt: A”=A, wobei

(7.4) (aik)H:(aij) ) A:(aij)
so ist
(7.5) k=1

das hei3t, das Eigenwertproblem ist in diesem Fall gut konditioniert.

Man beachte, dass (7.4) fiir A€M (nxn;R) gleichbedeutend mit A"=A, das heidt mit A
symmetrisch, ist. ,,(hermitesch ist lediglich die Verallgemeinerung der der Symmetrie reeller
Zahlen auf die komplexen Zahlen)“

Bemerkung 7.3

Die Eigenwerte von A sind gerade die Nullstellen des zugehorigen charakteristischen
Polynoms

(7.6) p(A)=det|A-A-E,

Der Algorithmus, zuerst p und dann dessen Nullstellen zu bestimmenm, ist allerdings instabil.
,Dies sollten Sie also gar nicht erst versuchen, erst das charakteristische Polynom und dann
dessen Nullstellen zu bestimmen. In der Realitat wird oft gerade der Weg andersherum
gegangen, wenn man die Nullstellen eines Polynoms bilden mochte: Man generiert eine
Matrix, dessen charakteristisches Polynom dem gegebenem Polynom entspricht und berechnet
die Eigenwerte dieser Matrix. “

,Man kann sich folgende Uberlegung zu nutze machen: Man nehme einen beliebigen Vektor
x und wende sukzessive immer wieder A darauf an. Man hofft, dass sich dadurch der Vektor

x in die Richtung des betragsgroBten Eigenvektors dreht. Ist dies der Fall, so lasst sich dann
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7. Eigenwertprobleme 7.1 Kondition
die jeweilige Verlangerung des Vektors x als ein Eigenwert interpretieren. “

7.2 Vektoriteration und inverse Iteration
Hat A einen eindeutigen betragsgrofBten Eigenwert, so kann man das folgende Verfahren
verwenden.

Algorithmus 7.4 (Vektoriteration bzw. Potenzmethode)
Gegeben sei AeM (nxn,C) und xm)e(C"\{OU , sowie toleranz>0
Setze k=1
Schleife tiber erlaubte Anzahl von Schritten

Setze z'"'=A.x""Y
Z(k)

=(— wobe1‘ ’—”Z : Man wahlt also ein i=1,...,n,
X

i

Setze A"

wobei das ‘zik)

(7.7) Ist [A"—A%"Y|<roleranz , so akzeptiere A" als Eigenwert von A und
stoppe.
(k)
Setze X (k)Z% (,,Renormierung, damit sich der Vektor nicht zu stark in

Richtung 0 oder unendlich bewegt, weil sonst sehr schnell ein Uber- oder
Unterlauf passieren kann®)

Setze k=k+1 und beginne Schleife.

Lemma 7.5
Sei AeM (nxn,C) diagonalisierbar mit X_]-A-X=diag(2\1,...,2\n und sei
(7.8) S R W=

Dann gilt f(lr Algorithmus 7.3 far hinreichend allgemein (,spricht: per Zufallsgenerator®)
gewahltes x'° (C \ 0) dass
k

A
(7.9) |A(k)—?\—A1|<C- —21| (lineare Konvergenz)

mit C>0 unabhangig von k.

Um nicht nur den betragsgroBten Eigenwert von A erhalten zu koénnen, kann man
folgendermaf@en vorgehen. Hat A den Eigenwert A | so hat
A—p-E, den Eigenwert A—p (Addieren von Einheitsmatrizen auf die Matrix)

(A—[J'I )71 den Eigenwert (A— “),1 (Invertieren von Matrix und Eigenwert)
und liegt p naher an A als an allen anderen Eigenwerte von A, so ist (2\— u)_l der

betragsgroBBte Eigenwert von (A— u-E,|
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7. Eigenwertprobleme

Zu dessen Berechnung bietet sich damit Vektoriteration mit A ersetzt durch ( A—u-E,

-1

Dies ist die sogenannte inverse Iteration nach Wielandt.

Algorithmus 7.6 (Inverse Iteration nach Wielandt)

Gegeben sei AeM (nxn,C), x(o)e(CN\{OH und peC sowie foleranz>0

(7.10)

Setze k=1

Berechne die LR-Zerlegung von A—pu-E, . Ist die Zerlegung nicht mdglich
(weil die Matrix A—u-I) singular ist, dann sollten wir nicht traurig sein. In
diesem Fall ist namlich p ein Eigenwert von A und wir kénnen aufhéren.

Schleife uiber die erlaubte Anzahl von Schritten

Bestimme z(k)=(A— u-En)il-x(kfl) durch Vorwarts- | Riickswarts-
substitution.

(k)
~ z",
Setze A= o Wobei ‘z”‘)i
X

i=1,...,n, wobei das ’z

ZHZ(k)”OO: : Man wahlt also ein

(o

1

das betragsgroBte ist.

(1) (ke K_ 1
Ist |A*"—X" 1)‘<toleranz, so akzeptiere A ):W"‘IJ als Eigenwert

von A und stoppe.
(k)
Setze X(k)=<—k) (,Renormierung, damit sich der Vektor nicht zu
z
stark in Richtung O oder unendlich bewegt, weil sonst sehr schnell
ein Uber- oder Unterlauf passieren kann®)

Setze k=k+1 und beginne Schleife.
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